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Mở đầu

Chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford là một bất biến quan trọng
cung cấp nhiều thông tin về độ phức tạp của những cấu trúc đại số phân
bậc. Chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford xuất hiện trong công trình
về đường cong xạ ảnh của Castelnuovo [8] và được Mumford [41] phát
biểu định nghĩa đầu tiên cho đa tạp xạ ảnh.

Giả sử S = k[x1, ..., xn] là vành đa thức n biến x1, ..., xn trên trường k

và E là S-môđun phân bậc hữu hạn sinh, theo định lý xoắn của Hilbert
tồn tại giải thức tự do phân bậc tối tiểu của E có độ dài hữu hạn

0−→
βq⊕
j=1

S(−dq j)−→
βq−1⊕
j=1

S(−d(q−1) j)−→ ·· · −→
β0⊕
j=1

S(−d0 j)−→ E −→ 0. (1)

Chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford của E được định nghĩa là số

reg(E)=max{di j − i | i = 0, ..., q và j = 1, ...,βi}.

Từ định nghĩa này ta biết được chỉ số chính quy của E là chặn trên cho
tất cả các bậc sinh của các môđun xoắn (syzygy) của E [15]. Đó là một
ý nghĩa quan trọng của chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford. Hơn
nữa, chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford của E là chặn trên cho bậc
cực đại của một hệ sinh tối tiểu thuần nhất của E. Nếu S không là
vành đa thức trên một trường thì giải thức tự do (1) không nhất thiết
có độ dài hữu hạn. Khi đó, bằng ngôn ngữ đối đồng điều địa phương,
khái niệm chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford được định nghĩa cho
môđun phân bậc hữu hạn sinh trên đại số phân bậc chuẩn bất kỳ [44].
Nếu E = ⊕

n∈Z
En là môđun phân bậc hữu hạn sinh trên một đại số phân

bậc chuẩn S = ⊕
n≥0

Sn thì chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford reg(E)

của E được định nghĩa là số m nhỏ nhất sao cho H i
S+(E)n = 0 với mọi

n ≥ m− i+1 và i ≥ 0, trong đó H i
S+(E) là đối đồng điều địa phương của E

với giá S+ = ⊕
n>0

Sn.
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Một khái niệm liên quan chặt chẽ với chỉ số chính quy là hàm Hilbert-
Samuel. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương và J là iđêan m-
nguyên sơ của R. Nếu M là R-môđun hữu hạn sinh thì môđun phân
bậc liên kết của M ứng với J là

GJ(M)= ⊕
n≥0

JnM/Jn+1M.

Đặc biệt G(J) :=GJ(R) là vành phân bậc chuẩn và gọi là vành phân bậc
liên kết của R ứng với J. Như đã biết GJ(M) là G(J)-môđun phân bậc
hữu hạn sinh và JnM/Jn+1M là R/J-môđun có độ dài hữu hạn với mọi
n ≥ 0. Ta định nghĩa hàm Hilbert-Samuel của M ứng với J là hàm số
học

HJ,M(n)=λ(M/Jn+1M)=
n∑

j=0
λ(J iM/J i+1M)

với mọi n ≥ 0, trong đó λ(•) là độ dài của R-môđun. Samuel đã chứng
minh tồn tại một đa thức PJ,M(x) ∈ Q[x] có bậc d = dim(M) sao cho
HJ,M(n) = PJ,M(n) với mọi n ≫ 0. Đa thức PJ,M(x) được biểu diễn dưới
dạng

PJ,M(x)=
d∑

i=0
(−1)ie i(J, M)

(
x+d− i

d− i

)
.

Các số nguyên e i(J, M) được gọi là hệ số Hilbert của M ứng với J. Đặc
biệt, e(J, M) := e0(J, M) được gọi là số bội của M ứng với J và e1(J, M)

được gọi là hệ số Chern của M ứng với J. Khi M = R ta sẽ kí hiệu
e i(J) := e i(J,R). Số n lớn nhất sao cho HJ,M(n) ̸= PJ,M(n) được gọi là chỉ
số Hilbert của M ứng với J.

Mục đích của luận án là nghiên cứu các chặn trên cho một số bất biến
của vành và iđêan phân bậc. Tuy phần lớn kết quả của chúng tôi đạt
được là trong vành địa phương, nhưng phương pháp mà chúng tôi sử
dụng liên quan đến đại số Rees và vành phân bậc liên kết. Nội dung
của luận án được tập trung vào ba hướng chính.

Hướng thứ nhất là thiết lập các chặn cho các hệ số Hilbert. Các hệ
số Hilbert cung cấp cho chúng ta các thông tin về cấu trúc của vành
và môđun đang xét. Đầu tiên, chúng tôi xét tính không dương của các
hệ số Hilbert. Liên quan đến bài toán xét dấu của các hệ số Hilbert,
Vasconcelos [69] đã gọi e1(J) là hệ số Chern và đưa ra một số giả thuyết
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về hệ số này. Một trong các giả thuyết đó là giả thuyết về tính âm của hệ
số Chern của iđêan tham số: "Cho (R,m) là vành Noether địa phương.
Khi đó, R là vành không Cohen-Macaulay khi và chỉ khi hệ số Chern
của mọi iđêan tham số của vành R đều âm". Năm 2010, Goto [19] cùng
với nhóm nghiên cứu của ông đã giải quyết thành công giả thuyết này.
Nếu R là vành Noether địa phương bất kì, Mandal-Singh-Verma [39] đã
chứng minh một tính chất đáng chú ý là e1(Q)≤ 0 với mọi iđêan tham số
Q của R. Nếu depth(R)≥ d−1 thì McCune [40] đã chứng minh e2(Q)≤ 0

và Saikia-Saloni [54] đã chứng minh e3(Q) ≤ 0. Trong khi đó các hệ số
Hilbert khác có thể dương. Tuy nhiên, nếu thêm giả thiết độ sâu của
vành phân bậc liên kết lớn hơn hoặc bằng d−2 thì Saika-Saloni [54] và
Linh-V. D. Trung [36] đã chứng minh e i(Q) ≤ 0 với mọi i = 1, . . . ,d. Từ
những kết quả trên, ta quan sát thấy dáng điệu của các hệ số Hilbert
e i(Q) với Q là iđêan tham số phụ thuộc vào độ sâu của vành phân bậc
liên kết G(Q). Nếu J là iđêan m-nguyên sơ, chúng ta chưa biết nhiều
thông tin về dấu của các hệ số Hilbert của nó. Để thực hiện công việc
này, chúng ta xét đại lượng σ(Jk) = depth(G(Jk)) với k ∈N, Elias [17] đã
chứng minh khi k ≫ 0 thì σ(Jk) là hằng số và được kí hiệu bởi σ(J) (độ
sâu vành phân bậc liên kết ứng với lũy thừa đủ lớn của iđêan J). Với
điều kiện σ(J) ≥ d−2 và số mũ rút gọn r(J) ≤ 2 , chúng ta thu được kết
quả về tính không dương của hệ số Hilbert cuối cùng của J như sau.
Định lý 2.1.3 Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 2 và
depth(R)≥ d−1. Giả sử J là iđêan m-nguyên sơ của R sao cho r(J)≤ d−1.
Nếu σ(J)≥ d−2 thì ed(J)≤ 0.

Định lý 2.1.3 cho chúng ta biết về tính không dương của hệ số Hilbert
cuối cùng của iđêan m-nguyên sơ J, tuy nhiên các hệ số Hilbert khác có
thể dương (xem Ví dụ 2.1.8). Nếu depth(G(J)) ≥ d−2 và số mũ rút gọn
r(J)≤ 2, chúng ta thu được tính không dương của các hệ số Hilbert khác
như sau.
Định lý 2.1.9 Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều dim(R) =
d ≥ 3 và depth(R) ≥ d−1. Giả sử J là iđêan m-nguyên sơ của R sao cho
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r(J)≤ 2. Nếu depth(G(J))≥ d−2 thì

e i(J)≤ 0 với i = 3, ...,d.

Để ý rằng σ(J) ≥ depth(G(J)) nên Định lý 2.1.3 là một sự mở rộng các
kết quả trước đó của Puthenpurakal [47, Theorem 9.1], Saikia-Saloni
[54, Corollary 3.2] và Linh-V. D. Trung [36, Theorem 2.9].

Như đã biết, chỉ số chính quy của vành phân bậc liên kết là một chặn
trên cho chỉ số Hilbert, khi chúng ta đã chặn được cho chỉ số Hilbert
thì có thể chặn cho các hệ số Hilbert bằng một phương pháp đã đưa ra
bởi Rossi, Valla và Vasconcelos [53]. Bài toán tìm các chặn cho các hệ
số Hilbert theo các bất biến thông dụng thu hút sự quan tâm của một
số nhà toán học. Nếu R là vành Cohen-Macaulay và Cohen-Macaulay
suy rộng, Srinivas và Trivedi [59, 63] đã đưa ra chặn cho các hệ số
Hilbert của iđêan m-nguyên sơ theo chiều và số bội. Nếu R là vành
bất kì thì Rossi, Trung và Valla [51] đã thiết lập chặn cho các hệ số
Hilbert của iđêan cực đại theo chiều và bậc mở rộng. Sau đó, Linh [31]
đã mở rộng kết quả của Rossi, Trung và Valla [51] sang cho lớp iđêan
m-nguyên sơ. Goto và Ozeki [21] đã thiết lập chặn phổ dụng cho các
hệ số Hilbert của iđêan tham số trong vành Cohen-Macaulay suy rộng.
Gần đây, Dũng và Hoa [12] đã thiết lập chặn cho các hệ số Hilbert
ed−t+1(J), ed−t+2(J), ..., ed(J) theo e(J), e1(J), ..., ed−t(J) với t = depth(R) ≥ 1

và d = dimR. Chặn của Dũng và Hoa [12] thu được phụ thuộc vào số bội
e(J). Vậy một câu hỏi tự nhiên đặt ra như sau.
Câu hỏi 1. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương chiều d với depthR =
t và J là iđêan m-nguyên sơ của R. Liệu rằng có tồn tại chặn cho các hệ
số Hilbert ed−t+1(J), ..., ed(J) theo e1(J), ..., ed−t(J) và chặn này không phụ
thuộc vào số bội e(J) không?

Nếu J = Q là iđêan tham số của R và depthR = d −1, thì Câu hỏi 1
trở thành bài toán tìm chặn cho các hệ số Hilbert e2(Q), ..., ed(Q) theo hệ
số Chern e1(Q) và không phụ thuộc vào số bội e(Q). Các kết quả trong
[19, 20] đã chứng tỏ hệ số Chern e1(Q) là một hệ số quan trọng và phản
ánh nhiều thông tin của vành và môđun. Sử dụng chặn cho chỉ số chính
quy của vành phân bậc liên kết ứng với iđêan tham số Q trong [32] và
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phương pháp của Rossi, Valla và Vasconcelos [53], chúng ta thu được
chặn cho e2(Q), ..., ed(Q) theo e1(Q) không phụ thuộc e(Q).
Định lý 2.2.4 Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 2 và
depth(R)≥ d−1. Nếu Q là iđêan tham số của R thì

|e i(Q)| ≤ 3.2i−2ri−1|e1(Q)| với i = 2, ...,d,

trong đó, r =max{[−4e1(Q)](d−1)!+ e1(Q)−1,0}+1.
Hướng tiếp theo mà chúng tôi quan tâm là bài toán nhiễu của iđêan

trong vành Noether địa phương. Giả sử J là iđêan bất kỳ của vành
Noether địa phương (R,m) và I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh bởi dãy
f1, ..., fr. Iđêan I ′ = ( f ′1, ..., f ′r) được gọi là nhiễu J-adic của I nếu f ′i ≡ f i

mod Jn với i = 1, ..., r và n đủ lớn. Nếu J =m thì nhiễu m-adic của I được
gọi là nhiễu bé của I. Kết quả đầu tiên liên quan đến bài toán nhiễu
được nghiên cứu bởi Samuel [55] vào năm 1956. Samuel [55] đã chứng
minh nếu f ∈ R = k[[x1, ..., xd]] là một siêu mặt với kì dị cô lập, tức là
iđêan Jacobian J( f ) = ( ∂ f

∂x1
, ..., ∂ f

∂xn
) là iđêan (x1, ..., xd)-nguyên sơ, thì với

mọi f ′ thỏa mãn f ′ ≡ f mod (x1, ..., xd)J( f )2, ta có R/( f ) ∼= R/( f ′). Sau đó
kết quả của Samuel [55] được mở rộng bởi một số tác giả [24, 10, 11, 42,
22]. Nếu R/I và R/I ′ không đẳng cấu, một câu hỏi tự nhiên được đặt ra.
Câu hỏi 2. Những tính chất hoặc bất biến nào được bảo toàn qua nhiễu
của I?

Eisenbud [14] chứng minh nếu f1, ..., fr là dãy chính quy của R thì
f ′1, ..., f ′r cũng là dãy chính quy của R. Sau đó, Huneke và Trivedi [28] đã
mở rộng kết quả này cho dãy lọc chính quy.

Một bất biến khác quan trọng thu hút được nhiều nhà toán học quan
tâm là hàm Hilbert-Samuel. Nếu J là iđêan m-nguyên sơ thì số nguyên
N nhỏ nhất sao cho hàm Hilbert-Samuel của R/I và R/I ′ ứng với J bằng
nhau, tức là

λ(R/I + Jn)=λ(R/I ′+ Jn)

với mọi n ≥ 0 và I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i mod JN với i = 1, ..., r, được
gọi là chỉ số nhiễu Hilbert của I ứng với J, kí hiệu bởi N(I, J). Nếu
R là vành Cohen-Macaulay suy rộng và I sinh bởi dãy lọc chính quy,
Srinivas và Trivedi [57] đã chứng minh hàm Hilbert-Samuel của R/I
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bảo toàn dưới nhiễu bé của I. Srinivas và Trivedi [57] chỉ ra rằng điều
kiện I sinh bởi dãy lọc chính quy là không thể bỏ được và họ đặt ra
giả thuyết liệu rằng có thể bỏ đi điều kiện R là vành Cohen-Macaulay
suy rộng hay không? Năm 2020, Ma, Quý và Smirnov [37] đã giải quyết
thành công giả thuyết của Srinivas và Trivedi. Cụ thể hơn, Ma, Quý
và Smirnov [37] đã chứng minh hàm Hilbert-Samuel của R/I ứng với J

được bảo toàn qua nhiễu bé của I, với giả thiết I + J là iđêan m-nguyên
sơ. Năm 2023, Quý và N. V. Trung [49] bằng một tiếp cận khác, đã
chứng minh GJ(R/I) ∼= GJ(R/I ′) với J là iđêan bất kì và I sinh bởi dãy
J-lọc chính quy. Các chặn cho chỉ số nhiễu Hilbert trong [57] và [37]
là không tường minh. Tuy nhiên, nếu R là vành Cohen-Macaulay và
I sinh bởi dãy chính quy thì Srinivas và Trivedi [58] đã thiết lập một
chặn tuyến tính cho N(I,m) theo số bội của R/I. Sau đó, Quý và V. D.
Trung [48] đã mở rộng kết quả của Srinivas và Trivedi [58] cho lớp vành
Cohen-Macaulay suy rộng, tức là thiết lập chặn tuyến tính của N(I,m)

theo bậc mở rộng của R/I. Đến đây, một câu hỏi tự nhiên được đặt ra
như sau, đề xuất bởi Quý và N. V. Trung [49, Question 4.9].
Câu hỏi 3. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương bất kì và J là
iđêan m-nguyên sơ. Xét I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh bởi dãy lọc
chính quy. Khi đó, có tồn tại chặn trên tuyến tính cho chỉ số nhiễu
Hilbert N(I, J) theo bậc mở rộng D(J,R/I) hay không?

Sử dụng phương pháp của Quý và V. D. Trung [48] và thiết lập một
chặn trên cho chỉ số rút gọn r(J,R/I) theo bậc đồng điều hdeg(J,R/I),
chúng ta thu được kết quả sau.
Định lý 3.1.8 Giả sử (R,m) là vành Cohen-Macaulay suy rộng chiều d

và J là iđêan m-nguyên sơ của R. Xét I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh
bởi dãy lọc chính quy f1, ..., fr của R. Đặt s = d− r và

N =max{s.hdeg(J,R/I)−2s+1,0}+ (s+1)I(R)+2.

Khi đó,
λ(R/(I + Jn))=λ(R/(I ′+ Jn))

với mọi n ≥ 0 và I ′ = ( f1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i mod JN với i = 1, ..., r.
Với cách nhìn đối ngẫu, chúng tôi quan tâm đến bài toán bảo toàn

11



hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu liên kết với môđun Artin qua nhiễu của
iđêan. Cho (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-môđun Artin,
giả sử J là iđêan của R sao cho λ(0 :A J)<∞. Chúng ta định nghĩa hàm
Hilbert-Samuel đối ngẫu của J liên kết với A

H′
J,A(n)=λ(0 :A Jn)

với mọi n ≥ 0. Câu hỏi mà chúng tôi quan tâm liên quan đến hàm
Hilbert-Samuel đối ngẫu như sau.
Câu hỏi 4. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-môđun
Artin. Xét I = ( f1, ..., fr) là iđêan sinh bởi dãy lọc A-đối chính quy f1, ..., fr

và J là iđêan của R sao cho λ(0 :A J) < ∞. Có tồn tại hay không số tự
nhiên N sao cho nếu với mọi I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i mod JN với
i = 1, ..., r thì

λ(0 :A (I, Jn))=λ(0 :A (I ′, Jn))

với mọi n ≥ 0?
Kết quả chính mà chúng ta thu được là định lý sau đây.
Định lý 3.2.7 Cho (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-môđun
đối Cohen-Macaulay với Ndim A = d. Xét I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R

sinh bởi dãy A-đối chính quy f1, ..., fr. Giả sử J là iđêan của R sao cho
λ(0 :A J)<∞. Đặt A = 0 :A I và

N = r′(J, A)+2,

trong đó, r′(J, A) là số mũ rút gọn của J liên kết với A. Giả sử f ′i = f i+εi,
với εi là phần tử bất kì trong JN , với mọi i = 1, ..., r và I ′ = ( f ′1, ..., f ′r). Khi
đó,

λ(0 :A (I, Jn))=λ(0 :A (I ′, Jn))

với mọi n ≥ 0.
Hướng cuối cùng mà chúng tôi nghiên cứu là chỉ số chính quy của

lớp iđêan khử liên kết với đồ thị. Khái niệm iđêan khử liên kết với đồ
thị được giới thiệu bởi Anwar và Khalid [4]. Cho G = (V ,E) là đồ thị hữu
hạn, đơn, liên thông với V = {v1, ...,vn} là tập đỉnh và E là tập cạnh của
nó. Bậc của một đỉnh vi là số cạnh đi qua đỉnh đó, được kí hiệu bởi
deg(vi). Đỉnh trội của G là đỉnh có bậc lớn nhất. Đỉnh cô lập của G là
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đỉnh có bậc bằng không. Câu hỏi tự nhiên đặt ra: "Số đỉnh trội cần bỏ
đi một cách đệ quy để thu được các đồ thị con không chứa đỉnh cô lập là
bao nhiêu?". Anwar và Khalid [4] đã giới thiệu phương pháp để trả lời
cho câu hỏi trên và được gọi là phương pháp DVE (Dominating Vertex
Elimination Method). Áp dụng phương pháp DVE đệ quy chúng ta thu
được dãy liên tiếp các đồ thị con của G có dạng

G =G0 ⊃G1 ⊃ ·· · ⊃Gr. (2)

Số nguyên r lớn nhất trong dãy (2) được gọi là chỉ số ổn định bậc
(Graphical Degree Stability) của đồ thị G. Nếu đồ thị G có chỉ số ổn
định bậc là r, thì mỗi đồ thị con G i(i = 1, ..., r) trong dãy (2) có tập đỉnh
Vi = {v1, ...,vn−i} được đánh nhãn lại sao cho d1 ≥ ·· · ≥ dn−i với di = deg(vi).
Giả sử R = k[x1, ..., xn] là vành đa thức n biến trên trường k, chúng ta
định nghĩa iđêan dãy (sequential ideal) của G i là QG i = (xd1

1 , ..., xdn−i
n−i ) với

i = 0, ..., r. Khi đó, iđêan khử của G được xác định như sau

ID(G)=
r⋂

i=0
QG i .

Một iđêan khử là iđêan kiểu Borel. Chỉ số chính quy của iđêan kiểu
Borel được nghiên cứu trong [3, 4, 9]. Anwar và Khalid [4] đã thiết lập
các chặn tổ hợp cho chỉ số chính quy của iđêan khử liên kết với một
số lớp đồ thị như đồ thị đầy đủ, đồ thị hình sao, đồ thị đường, đồ thị
chu trình, đồ thị hình quạt, đồ thị bạn bè, đồ thị bông tuyết, đồ thị hai
thành phần đầy đủ. Sử dụng phương pháp của Anwar và Khalid [4],
chúng tôi nghiên cứu chỉ số chính quy của iđêan khử liên kết với một số
lớp đồ thị phức tạp và tổng quát hơn. Chúng ta thu được một số kết quả
sau.
Định lý 4.2.5 Giả sử Tm,n là đồ thị nòng nọc với m ≥ 3,n ≥ 2. Khi đó,

reg(ID(Tm,n))≤ m+n+1.

Định lý 4.2.11 Giả sử D(m)
n là đồ thị cối xay gió Hà Lan với n ≥ 3 và

m ≥ 2. Khi đó,
reg(ID(D(m)

n ))≤ (n+1)m.

Định lý 4.2.18 Giả sử W (m)
n là đồ thị cối xay gió với n ≥ 3 và m ≥ 2. Khi
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đó,
reg(ID(W (m)

n ))≤ m(n−1)2.

Định lý 4.2.25 Giả sử G là đồ thị n-tạ với n ≥ 3. Khi đó,

reg(ID(G))≤ 2(n−1)2+1.

Phương pháp chính mà chúng ta sử dụng là xây dựng các iđêan dãy
của các đồ thị con trong dãy (2) ứng với các đồ thị ở các Định lý 4.2.5,
Định lý 4.2.11, Định lý 4.2.18, Định lý 4.2.25. Sau đó, ta chứng minh
các iđêan dãy này là ổn định (xem Định nghĩa 4.1.5) và áp dụng [16,
Proposition 1.2] để thiết lập các chặn trên cho chỉ số chính quy của các
iđêan khử tương ứng.

Ngoài phần mở đầu và kết luận, luận án được chia làm bốn chương.
Trong Chương 1, chúng tôi trình bày lại các khái niệm và tính chất cơ

bản về chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford, hàm Hilbert của vành
phân bậc, hàm Hilbert-Samuel và các hệ số Hilbert-Samuel, phần tử
siêu bề mặt và một số tính chất, bậc mở rộng và bậc đồng điều, hàm
Hilbert-Samuel đối ngẫu liên kết với môđun Artin, làm cơ cở cho việc
trình bày kết quả chính của luận án ở các chương tiếp theo.

Trong Chương 2, chúng tôi chứng minh tính không dương của các hệ
số Hilbert của iđêan m-nguyên sơ với một số điều kiện của đại lượng
σ(J) (Định lý 2.1.3, Định lý 2.1.9) và thiết lập các chặn cho các hệ số
Hilbert e2(Q), ..., ed(Q) của iđêan tham số Q theo hệ số Chern e1(Q) và
chiều dimR với giả thiết depth(R)≥ dimR−1 (Định lý 2.2.4).

Trong Chương 3, chúng tôi thiết lập chặn tuyến tính cho chỉ số nhiễu
Hilbert N(I, J) theo bậc mở rộng hdeg(J,R/I) (Định lý 3.1.8) và chứng
minh sự bảo toàn của hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu của iđêan liên kết
với môđun đối Cohen-Macaulay (Định lý 3.2.7).

Trong Chương 4, chúng tôi trình bày các khái niệm cơ bản về lý
thuyết đồ thị cần dùng để định nghĩa iđêan khử liên kết với đồ thị,
phương pháp DVE, chỉ số ổn định bậc của đồ thị. Từ đó, chúng tôi tính
toán chỉ số ổn định bậc của một số lớp đồ thị và thiết lập chặn cho chỉ
số chính quy của iđêan khử liên kết với đồ thị nòng nọc (tadpole) (Định
lý 4.2.5), đồ thị cối xay gió Hà Lan (Dutch windmill) (Định lý 4.2.11),
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đồ thị cối xay gió (windmill) (Định lý 4.2.18) và đồ thị n-tạ (n-barbell)
(Định lý 4.2.25).
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Chương 1

Các kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng ta sẽ nhắc lại các kiến thức cơ sở về chỉ
số chính quy Castelnuovo-Mumford của môđun phân bậc, hàm Hilbert,
hàm Hilbert-Samuel, hệ số Hilbert-Samuel, phần tử siêu bề mặt, hệ
tham số chuẩn tắc, bậc đồng điều và hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu liên
kết với môđun Artin, làm cơ cở cho việc trình bày kết quả chính của
luận án ở các chương tiếp theo.

1.1 Chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford

Ta luôn giả sử S = ⊕
i≥0

Sn là đại số phân bậc chuẩn trên vành địa

phương Artin S0 và S+ = ⊕
i>0

Sn. Cho E là S-môđun phân bậc hữu hạn

sinh chiều d. Ta kí hiệu H i
S+(E) là môđun đối đồng điều địa phương thứ

i của E với giá S+ (xem định nghĩa và các tính chất trong [6]).
Từ [6, Proposition 15.1.5], tồn tại số nguyên r sao cho H i

S+(E)n = 0 với
mọi i ≥ 0 và mọi n ≥ r, do đó ta đặt

ai(E)=
 max{n | H i

S+(E)n ̸= 0} nếu H i
S+(E) ̸= 0,

−∞ nếu H i
S+(E)= 0.

Định nghĩa 1.1.1. Chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford (ngắn gọn
hơn gọi là chỉ số chính quy) của E, kí hiệu reg(E), là số được xác định

reg(E) :=max{ai(E)+ i | i ≥ 0}.

Nếu S là một đại số phân bậc chuẩn trên trường k thì S có thể được
biểu diễn dưới dạng S := R/I, trong đó R = k[X ] là vành đa thức trên
trường k và I là iđêan thuần nhất của R. Khi đó, E có thể xem như một
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môđun trên R. Theo định lý xoắn của Hilbert, tồn tại giải thức tự do tối
tiểu phân bậc của E có dạng

0−→
βq⊕
j=1

R(−dq j)−→
βq−1⊕
j=1

R(−d(q−1) j)−→ ·· · −→
β0⊕
j=1

R(−d0 j)−→ E −→ 0,

trong đó di j là bậc của các phần tử trong một hệ sinh tối tiểu thuần
nhất của môđun xoắn thứ i. Eisenbud và Goto [15] đã thiết lập mối liên
hệ giữa các số di j và chỉ số chính quy như sau.

Định lý 1.1.2 ([15, Proposition 1.1 và Theorem 1.2]). Giả sử S = R/I với
R là vành đa thức trên trường k và I là iđêan thuần nhất của R. Khi đó

reg(E)=max{di j − i | i = 0, ..., q và j = 1, ...,βi}.

Trong trường hợp này, Định lý 1.1.2 chỉ ra rằng reg(E) là một chặn
trên cho tất cả các bậc sinh của các môđun xoắn của E. Đây là một ý
nghĩa rất quan trọng của chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford. Ta
biết rằng bậc cực đại của một hệ sinh tối tiểu thuần nhất của E là một
bất biến, kí hiệu d(E). Định lý sau đây cho ta một chặn trên của bất
biến này.

Định lý 1.1.3 ([6, Theorem 15.3.1]). Giả sử S = R/I với R là vành đa
thức trên trường k và I là iđêan thuần nhất của R. Khi đó

d(E)≤ reg(E).

Ví dụ 1.1.4. Cho vành R = k[x, y, z] và I = (x2z, xyz, yz6). Sử dụng Macaulay
2, giải thức tự do tối tiểu của R/I được xác định như sau

0→ F2 = R(−4)⊕R(−8)
f2−→ F1 = R(−3)2⊕R(−7)

f1−→ F0 = R = R(0)
f0−→ R/I → 0.

Suy ra reg(R/I)= 6.

1.2 Hàm Hilbert, hàm Hilbert-Samuel và chỉ số chính quy

1.2.1 Hàm Hilbert và hệ số Hilbert của môđun phân bậc

Trong phần này, S = ⊕
i≥0

Sn là vành phân bậc Noether với S0 là vành

địa phương Artin. Giả sử E = ⊕
n∈Z

En là môđun phân bậc hữu hạn sinh
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chiều d. Ta biết rằng với mỗi n ∈Z, En là S0-môđun và λ(En)<∞, trong
đó λ(•) là độ dài của S0-môđun.

Định nghĩa 1.2.1. Hàm Hilbert của môđun phân bậc E là hàm số học
HE :Z−→Z được xác định bởi

HE(n)=λ(En).

Nếu E là S-môđun phân bậc hữu hạn sinh có chiều d ≥ 1 thì tồn tại
một đa thức PE(x) ∈Q[x] có bậc d−1 sao cho HE(n) = PE(n) với n đủ lớn.
Đa thức PE(x) được gọi là đa thức Hilbert của E và được viết dưới dạng

PE(x)=
d−1∑
i=0

(−1)ie i(E)

(
x+d− i−1

d− i−1

)
,

trong đó, e i(E) là các số nguyên với i = 0, ...,d−1 và e0(E)> 0, được gọi là
các hệ số Hilbert của E. Khi đó, số bội của E được định nghĩa như sau:

e(E) :=
 e0(E), nếu d > 0

λ(E), nếu d = 0.

Nếu E là môđun phân bậc Cohen-Macaulay thì e(E) và reg(E) có mối
quan hệ sau đây.

Bổ đề 1.2.2 ([31, Lemma 2.2]). Nếu E là môđun phân bậc Cohen-
Macaulay sao cho d(E)≤ 0 thì

reg(E)≤ e(E)−1,

với d(E) là bậc cực đại của một hệ sinh tối tiểu thuần nhất của E.

Công thức liên hệ giữa đa thức Hilbert, hàm Hilbert và đối đồng điều
địa phương của môđun phân bậc được cho bởi định lý sau.

Định lý 1.2.3 ([7, Theorem 4.3.5]). Với mọi n ta có,

HE(n)−PE(n)=
d∑

i=0
(−1)iλ(H i

S+(E)n). (1.2.1)

Công thức (1.2.1) được gọi là công thức Serre.
Nếu m = reg(E) thì theo định nghĩa của chỉ số chính quy H i

S+(E)n = 0

với mọi n ≥ m+1. Từ Định lý 1.2.3, ta có hệ quả sau đây.

Hệ quả 1.2.4. HE(n)= PE(n) với mọi n ≥ reg(E)+1.
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1.2.2 Vành và môđun phân bậc liên kết

Cho (R,m) là vành Noether địa phương, J là iđêan m-nguyên sơ và M

là R-môđun hữu hạn sinh. Ta kí hiệu

GJ(M)= ⊕
n≥0

JnM/Jn+1M,

được gọi là môđun phân bậc liên kết của M ứng với J. Đặc biệt, G(J) :=
GJ(R) là vành phân bậc chuẩn trên vành địa phương Artin R/J và được
gọi là vành phân bậc liên kết của R ứng với J. Do λ(JnM/Jn+1M) <∞
với mọi n ≥ 0, theo tính chất của độ dài môđun

λ(M/Jn+1M)=
n∑

i=0
λ(J iM/J i+1M)<∞,

chúng ta có định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.2.5. Hàm Hilbert-Samuel của M ứng với J là hàm số học
được xác định như sau

HJ,M : Z −→ N

n 7−→ HJ,M(n)=

λ(M/Jn+1M) nếu n ≥ 0,

0 nếu n < 0.

Samuel đã chứng minh tồn tại một đa thức PJ,M(x) ∈Q[x] có bậc d =
dim(M) sao cho HJ,M(n) = PJ,M(n) với mọi n ≫ 0. Đa thức PJ,M(x) được
gọi là đa thức Hilbert-Samuel của M ứng với J và được biểu diễn dưới
dạng

PJ,M(x)=
d∑

i=0
(−1)ie i(J, M)

(
x+d− i

d− i

)
.

Các số nguyên e i(J, M) được gọi là hệ số Hilbert-Samuel của M ứng với
J. Đặc biệt, e(J, M) := e0(J, M) được gọi là số bội Hilbert-Samuel của M

ứng với J và e1(J, M) được gọi là hệ số Chern của M ứng với J. Khi
M = R, chúng ta sẽ kí hiệu e i(J) := e(J,R).

Định nghĩa 1.2.6. Số nguyên n0 lớn nhất sao cho HJ,M(n0) ̸= PJ,M(n0)

được gọi là chỉ số Hilbert của M ứng với J, kí hiệu n(J, M).

Bổ đề sau đây cho ta một chặn trên về chỉ số Hilbert n(J, M).
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Bổ đề 1.2.7 ([31, Lemma 3.4]). Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương,
J là iđêan m-nguyên sơ và M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó,

n(J, M)≤ reg(GJ(M)).

Iđêan K ⊆ J được gọi là rút gọn của J ứng với M nếu tồn tại một số
nguyên không âm n sao cho Jn+1M = K JnM. Một rút gọn K của J ứng
với M được gọi là rút gọn tối tiểu nếu nó không thực sự chứa một rút
gọn nào khác của J. Nếu K là rút gọn tối tiểu của J ứng với M thì số
mũ rút gọn của J ứng với M đối với K được định nghĩa là

rK (I, M)=min{n ≥ 0 | Jn+1M = K JnM}.

Số mũ rút gọn của J ứng với M là

r(J, M)=min{rK (I, M)≥ 0 | K là rút gọn tối tiểu của J ứng với M}.

Bổ đề sau chỉ ra mối quan hệ giữa chỉ số rút gọn của J và chỉ số chính
quy của G(J).

Bổ đề 1.2.8 ([65, Proposition 3.2]). Giả sử K là một rút gọn tối tiểu của
J. Khi đó,

ad(G(J))+d ≤ rK (J)≤ reg(G(J)).

1.3 Phần tử siêu bề mặt

Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương, J là iđêan của R và M

là R-môđun hữu hạn sinh. Trong phần này, chúng ta sẽ nhắc lại khái
niệm phần tử siêu bề mặt và các tính chất quan trọng của nó, được áp
dụng trong các chương tiếp theo.

Định nghĩa 1.3.1. Cho (R,m) là vành Noether địa phương, J là iđêan
của R và M là R-môđun hữu hạn sinh. Phần tử x ∈ J\mJ được gọi là
siêu bề mặt của M ứng với J nếu tồn tại c ∈N sao cho

(JnM : x)∩ J cM = Jn−1M

với mọi n > c. Dãy các phần tử x1, ..., xr ∈ J\mJ được gọi là dãy siêu bề
mặt của M ứng với J nếu xi là phần tử siêu bề mặt của M ứng với
J/(x1, ..., xi−1) với mọi i = 1, ..., r.
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Nhận xét 1.3.2. Lưu ý rằng, phần tử siêu bề mặt ở Định nghĩa 1.3.1
không phải luôn tồn tại. Tuy nhiên, nếu R có trường thặng dư vô hạn
thì nó luôn tồn tại (xem [70, p.288, Remarks about lemma 5(2)]). Để
vượt qua hạn chế này, khi cần thiết, ta dùng mở rộng phẳng trung
thành R[X ]mR[X ] (R[X ] là vành đa thức). Do đó, ta luôn có thể giả sử R

có trường thặng dư vô hạn và khi đó phần tử bề mặt luôn tồn tại.

Chúng ta trình bày bổ đề sau thường được sử dụng.

Bổ đề 1.3.3. Cho (R,m) là vành Noether địa phương và M là R-môđun
hữu hạn sinh. Giả sử x ∈ J\mJ là phần tử siêu bề mặt của M ứng với J.
Khi đó, với n ≫ 0 ta có
(i) xM∩ JnM = xJn−1M;
(ii) Jn+1M : x = JnM+ (0 :M x);
(iii) (0 :M x)∩ JnM = 0.

Chứng minh. (i) Xem [66, Lemma 4.4].
(ii) Xem [31, Lemma 3.1].
(iii) Xem [66, Lemma 4.6].

Từ Bổ đề 1.3.3, ta thu được hệ quả sau.

Hệ quả 1.3.4. Cho (R,m) là vành Noether địa phương và M là R-môđun
hữu hạn sinh. Giả sử x ∈ J\mJ là phần tử siêu bề mặt của M ứng với J.
Khi đó, với n ≫ 0

Jn+1M : x/JnM ∼= (0 :M x).

Phần tử siêu bề mặt là công cụ quan trọng cho phép chúng ta nghiên
cứu hàm Hilbert-Samuel và các hệ số Hilbert-Samuel, nó hữu ích trong
phép chứng minh quy nạp từ chiều một đến chiều cao hơn.

Bổ đề 1.3.5 ([52, Proposition 1.2]). Cho (R,m) là vành Noether địa
phương, J là iđêan m-nguyên sơ của R và M là R-môđun hữu hạn sinh
chiều d ≥ 1. Nếu x ∈ J\mJ là phần tử siêu bề mặt của M ứng với J và
M = M/xM thì
(i) dim M = d−1 và λ(0 :A x)<∞;
(ii) e i(J, M)= e i(J, M) với mọi i = 0, ...,d−2;
(iii) ed−1(J, M)= ed−1(J, M)+ (−1)dλ(0 :M x).
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1.4 Hệ tham số chuẩn tắc

Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương và M là R-môđun hữu hạn
sinh. Với mỗi iđêan tham số Q của M, ta có λ(M/QM)− e(Q, M)≥ 0. Đặt

I(Q, M)=λ(M/QM)− e(Q, M)

và
I(M)= sup{I(Q, M) |Q là iđêan tham số của M}

được gọi là bất biến Buchsbaum của M.

Định nghĩa 1.4.1. Một R-môđun M được gọi là Cohen-Macaulay suy
rộng nếu I(M) <∞. Vành R được gọi là Cohen-Macaulay suy rộng nếu
nó là R-môđun Cohen-Macaulay suy rộng.

Chúng ta có thể đặc trưng về tính Cohen-Macaulay suy rộng của một
môđun dựa vào các môđun đối đồng điều địa phương với giá m.

Tính chất 1.4.2 ( [2, (3.3) và (3.7)]). R-môđun M là Cohen-Macaulay
suy rộng khi và chỉ khi λ(H i

m(M))<∞ với mọi i = 0, ...,dim M−1, trong đó
H i

m(M) là môđun đối đồng điều địa phương của M với giá m. Hơn nữa,

I(M)=
d−1∑
i=0

(
d−1

i

)
λ(H i

m(M)).

Định nghĩa 1.4.3. Giả sử J là iđêan bất kì của R, dãy các phần tử
f1, ..., fr được gọi là M-dãy J-lọc chính quy nếu

f i ∉ p với mọi p ∈Ass(M/( f1, ..., f i−1)M)\V (J)

với mọi i = 1, ..., r. Đặc biệt, khi J là iđêan m-nguyên sơ thì ta nói f1, ..., fr

là dãy M-lọc chính quy.

Nếu M là R-môđun hữu hạn sinh và J là iđêan của vành Noether địa
phương (R,m), ta định nghĩa độ dài J-Loewy của M

aJ(M) := inf{n | JnM = 0}.

Chúng ta trình bày một số tiêu chuẩn tương đương về phần tử lọc chính
quy.
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Bổ đề 1.4.4. Cho (R,m) là vành Noether địa phương và M là R-môđun
hữu hạn sinh. Khi đó, các phát biểu sau là tương đương:
(i) f1, ..., fr là M-dãy J-lọc chính quy;
(ii) aJ

(
( f1,..., f i−1)M: f i

( f1,..., f i−1)M

)
<∞ với mọi i = 1, ..., r;

(iii) ( f1, ..., f i−1)M : f i ⊆
∞⋃

n=1
( f1, ..., f i−1)M : Jn với mọi i = 1, ..., r.

Chứng minh. Tương tự chứng minh [65, Lemma 2.1].

Sử dụng khái niệm dãy M-lọc chính quy, chúng ta có thể đưa ra đặc
trưng khác cho môđun Cohen-Macaulay suy rộng.

Bổ đề 1.4.5 ([2, (3.3)]). M là R-môđun Cohen-Macaulay suy rộng khi
và chỉ khi mỗi hệ tham số x1, ..., xd của M là dãy M-lọc chính quy.

Chúng ta biết rằng,
I(Q, M)≤ I(M)

với mọi iđêan tham số Q của M. Khi dấu bằng xảy ra, chúng ta có định
nghĩa sau.

Định nghĩa 1.4.6 ([64, Theorem 2.1]). Iđêan tham số Q của môđun
Cohen-Macaulay suy rộng M được gọi là iđêan tham số chuẩn của M

nếu I(Q, M)= I(M).

Nếu M là R-môđun Cohen-Macaulay suy rộng, theo [64, Proposition
2.10] ta luôn chọn được hệ tham số chuẩn tắc chứa trong mt với t ≫ 0.

Hệ quả 1.4.7. Giả sử M là R-môđun Cohen-Macaulay suy rộng, nếu
Q ⊆mt với t = I(M) thì Q là iđêan tham số chuẩn tắc.

1.5 Bậc đồng điều

Để mô tả độ phức tạp của cấu trúc các vành và môđun không Cohen-
Macaulay, Vasconcelos et al. [67] đã đưa ra khái niệm bậc mở rộng ứng
với iđêan cực đại. Sau đó, Linh [31] đã mở rộng khái niệm này cho lớp
iđêan m-nguyên sơ. Kí hiệu M (R) là phạm trù các R-môđun hữu hạn
sinh.
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Định nghĩa 1.5.1. Bậc mở rộng trên M (R) ứng với iđêan m-nguyên sơ
J là hàm số học D(J,•) sao cho với mọi môđun M, các tính chất sau
đúng.

(i) D(J, M) = D(J, M/L)+λ(L) với L là môđun con cực đại của M có độ
dài hữu hạn;

(ii) D(J, M)≥ D(J, M/xM) với x là phần tử tổng quát của M ứng với J;

(iii) D(J, M)= e(J, M) nếu M là môđun Cohen-Macaulay.

Nếu J =m thì D(J, M)= D(M), trùng với bậc mở rộng của Vasconcelos
[67] định nghĩa ban đầu.

Một ví dụ mẫu mực về bậc mở rộng là bậc đồng điều, được định nghĩa
như sau: với mỗi j ∈Z, đặt

M j =HomR(H j
m(M),E),

trong đó E = ER(R/m) là bao nội xạ của R/m. Khi đó, theo Định lý đối
ngẫu Matlis M j là R-môđun hữu hạn sinh với chiều dim M j ≤ j. Với mỗi
R-môđun hữu hạn sinh M chiều dim M = s và mỗi iđêan m-nguyên sơ J

của R, bậc đồng điều hdeg(J, M) của M ứng với J được định nghĩa theo
quy nạp như sau:

hdeg(J, M)=


λ(M) nếu s ≤ 0;

e(J, M)+
s−1∑
i=0

(
s−1

i

)
hdeg(J, Mi) nếu s > 0.

Bậc đồng điều của môđun M ứng với iđêan m-nguyên sơ J được giới
thiệu bởi [31], một khái niệm tổng quát của khái niệm bậc đồng điều
hdeg(M) đã được định nghĩa trước đó bởi [67]; tức là,

hdeg(m, M)= hdeg(M).

Giả sử R là ảnh đồng cấu của vành Gorenstein S với dimS = n và M ∈
M (R) với dim M = d, khi đó bậc đồng điều của M ứng với J được định
nghĩa theo một cách khác như sau.

hdeg(J, M)=


λ(M) nếu d ≤ 0;

e(J, M)+
d−1∑
i=0

(
d−1

i

)
hdeg(J,Extn−i

S (M,S)) nếu d > 0.
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Chúng ta có thể kiểm tra hdeg(J, M) là một bậc mở rộng của M ứng với
J (xem [67] cho trường hợp J =m). Trường hợp đặc biệt, khi M là môđun
Cohen-Macaulay suy rộng thì

hdeg(J, M)= e(J, M)+
d−1∑
i=0

(
d−1

i

)
λ(H i

m(M)).

1.6 Hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu liên kết với môđun Artin

Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-môđun Artin.
Chúng ta đã quen thuộc với khái niệm chiều Krull của môđun hữu hạn
sinh. Đối với môđun Artin, Robert [50] đã xây dựng khái niệm chiều
Krull của môđun Artin, để tránh nhầm lẫn với khái niệm chiều Krull
của môđun hữu hạn sinh, Kirby [30] đã đổi tên gọi thành chiều Noether
của môđun Artin.

Định nghĩa 1.6.1 ([50, Proposition 2]). Giả sử (R,m) là vành Noether
địa phương và A là R-môđun Artin. Khi đó, chiều Noether của A được
định nghĩa

Ndim(A)= inf{t ≥ 0 | tồn tại x1, ..., xt ∈m sao cho λ(0 :A (x1, ..., xt))<∞}.

Từ Định nghĩa 1.6.1, ta có

Định nghĩa 1.6.2. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương và A là
R-môđun Artin với Ndim(A)= d. Dãy x1, ..., xd ⊆m được gọi là hệ tham số
của A nếu λ(0 :A (x1, ..., xd)) <∞. Iđêan sinh bởi hệ tham số của A được
gọi là iđêan tham số của A.

Giả sử J là một iđêan của R sao cho λ(0 :A J) <∞ và A là R-môđun
Artin. Hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu của J liên kết với A được định
nghĩa như sau

H′
J,A(n) :=λ(0 :A Jn+1).

Theo [29, Proposition 2], tồn tại duy nhất đa thức P ′
J,A(x) ∈ Q[x], được

gọi đa thức Hilbert-Samuel đối ngẫu của J liên kết với A, bậc d =Ndim A

sao cho H′
J,A(n) = P ′

J,A(n) với n ≫ 0 và theo [45, Section 3] đa thức này
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được viết dưới dạng

P ′
J,A(x)=

d∑
i=0

(−1)ie′i(J, A)

(
x+d− i

d− i

)
.

Các số nguyên e′i(I, A) được gọi là hệ số Hilbert-Samuel đối ngẫu của J

liên kết với A, e′(J, A) := e′0(J, A) gọi là số bội đối ngẫu của J liên kết với
A.

Để nghiên cứu khái niệm đối ngẫu của độ sâu môđun hữu hạn sinh,
Ooishi [43] đã đưa ra khái niệm phần tử đối chính quy.

Định nghĩa 1.6.3. Phần tử x ∈ R được gọi là A-đối chính quy nếu xA =
A, tức là đồng cấu nhân x : A −→ A là toàn cấu. Một dãy các phần tử
x1, ..., xr của R được gọi là dãy A-đối chính quy nếu (0 :A (x1, ..., xr)) ̸= 0 và
với mọi i = 1, ..., r,

(0 :A (x1, ..., xi−1))
xi−→ (0 :A (x1, ..., xi−1))

là các toàn cấu.

Định nghĩa 1.6.4. Độ rộng của môđun A, kí hiệu Width(A) là độ dài
lớn nhất của dãy A-đối chính quy.

Nhận xét 1.6.5. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-
môđun Artin.

(i) Nếu A là R-môđun hữu hạn sinh thì Width(A)= 0 ([43, Proposition
3.3]).

(ii) Width(A)= inf{n ≥ 0 | TorR
n (A,k) ̸= 0}<∞ ([43, Corollary 3.7]).

Bổ đề sau đây chỉ ra mối liên hệ giữa chiều Noether và độ rộng của
môđun Artin. Đây là cách nhìn đối ngẫu của mối liên hệ giữa chiều
Krull và độ sâu của môđun hữu hạn sinh.

Bổ đề 1.6.6 ([62, Lemma 2.11]). Giả sử (R,m) là vành Noether địa
phương và A là R-môđun Artin. Khi đó,

Width A ≤Ndim A.

Trong trường hợp dấu bằng của bất đẳng thức xảy ra, chúng ta có
khái niệm đối ngẫu của môđun Cohen-Macaulay.
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Định nghĩa 1.6.7. R-môđun Artin A được gọi là đối Cohen-Macaulay
nếu Width A =Ndim A.

Có thể dùng dãy đối chính quy để đặc trưng cho môđun đối Cohen-
Macaulay như sau.

Tính chất 1.6.8 ([62, Proposition 2.15 và Lemma 2.2 (ii)]). Môđun
Artin A là đối Cohen-Macaulay nếu và chỉ nếu mọi hệ tham số của
A là dãy A-đối chính quy.

Iđêan K ⊆ J được gọi là rút gọn của J liên kết với A nếu tồn tại số
s ∈N sao cho

0 :A Js+1 = 0 :A K Js.

Nếu K là một rút gọn của J liên kết với A và không chứa một rút gọn
thực sự nào của J liên kết với A thì K được gọi là rút gọn tối tiểu của J

liên kết với A. Nếu K là rút gọn tối tiểu của J liên kết với A thì số mũ
rút gọn của J ứng với K liên kết với A, kí hiệu r′K (J, A), được xác định
như sau:

r′K (J, A)=min{n | 0 :A K Jn = 0 :A Jn+1}.

Số mũ rút gọn của J liên kết với A là số được xác định như sau:

r′(J, A) :=min{r′K (J, A) | K là rút gọn tối tiểu của J liên kết với A}.

Chúng ta trình bày bổ đề Nakayama của môđun Artin.

Bổ đề 1.6.9 ([29, Proposition 5]). Cho (R,m) là vành Noether địa phương.
Khi đó, J ⊆m khi và chỉ khi A =

∞⋃
n=0

0 :A Jn với mọi R-môđun Artin A.

Từ Bổ đề 1.6.9, ta có

Hệ quả 1.6.10 ([56, Lemma 3.2]). Cho (R,m) là vành Noether địa phương
và A là R-môđun Artin. Giả sử J,K là các iđêan của R sao cho

(0 :A Jm)∩ (0 :A K)⊆ (0 :A J).

Khi đó,
(0 :A K)⊆ (0 :A J).
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Chương 2

Chặn cho các hệ số Hilbert

Trong chương này, cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d > 0

và J là iđêan m-nguyên sơ của R. Elias [17] đã chứng minh depth(G(Jk))

là hằng số khi k ≫ 0, kí hiệu hằng số này bởi σ(J). Mục đích chính
của chương này là chứng minh tính không dương của các hệ số Hilbert
e i(J),với một số điều kiện của σ(J). Trong trường hợp J = Q là iđêan
tham số, chúng tôi sẽ thiết lập các chặn cho các hệ số Hilbert e i(Q)

(i = 2, ...,d) theo chiều và hệ số Chern e1(Q), không phụ thuộc số bội
e(Q). Nội dung của chương này được viết dựa trên bài báo [33].

2.1 Dấu các hệ số Hilbert của iđêan m-nguyên sơ

Như chúng ta đã giới thiệu trong Chương 1, hàm Hilbert-Samuel
của J, HJ(n) = λ(A/Jn+1) là một đa thức PJ(n), gọi là đa thức Hilbert-
Samuel, bậc d với các hệ số thuộc Q, khi n đủ lớn. Đa thức này được viết
dưới dạng

PJ(n)=
d∑

i=0
(−1)i

(
n+d− i

d− i

)
e i(J).

Các số nguyên e i(J) được gọi là các hệ số Hilbert của J, đặc biệt e(J) :=
e0(J) được gọi là số bội của J và e1(J) được gọi là hệ số Chern của J.
Chỉ số Hilbert của J, kí hiệu n(J), là số nguyên được xác định như sau

n(J)=max{n | HJ(n) ̸= PJ(n)}.

Bổ đề 2.1.1. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương chiều d và J là
iđêan m-nguyên sơ của R. Xét x ∈ J \mJ là phần tử siêu bề mặt của J.
Đặt R = R/(x) and J = JR. Khi đó,
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(i) n(J)≤ reg(G(J));
(ii) reg(G(J))≤ reg(G(J));
(iii) Jn+1 : x/Jn ∼= (0 : x) với n > reg(G(J)).

Chứng minh. (i) Được suy ra từ [32, Lemma 2.1 và Lemma 2.2] hoặc
Bổ đề 1.2.7.
(ii) Cho x∗ là dạng khởi đầu của x trong G(J). Khi đó,

reg(G(J)/(x∗))≤ reg(G(J)). (2.1.1)

Mặt khác, tồn tại một toàn cấu phân bậc từ G(J)/(x∗) vào G(J) với hạt
nhân của toàn cấu này là

K = ⊕
n≥0

(Jn+1+ x∩ Jn)/(Jn+1+ xJn−1).

Vì x là phần tử siêu bề mặt của J nên x∩ Jn+1 = xJn với n ≫ 0. Do đó,
Kn = 0 với n ≫ 0. Hay K là môđun có độ dài hữu hạn. Suy ra

reg(G(J))≤ reg(G(J)/(x∗)) (2.1.2)

Từ (2.1.1) và (2.1.2), ta thu được bất đẳng thức

reg(G(J))≤ reg(G(J)).

(iii) Từ dãy khớp

0−→ Jn+1 : x/Jn −→ R/Jn x−→ R/Jn+1 −→ R/(Jn+1, x)−→ 0,

ta có

λ(Jn+1 : x/Jn)=λ(R/Jn)−λ(R/Jn+1)+λ(R/J
n+1

)

=λ(R/J
n+1

)−λ(Jn/Jn+1).

Mặt khác, Jn+1 : x/Jn ∼= (0 : x) với n ≫ 0. Do đó, từ (i) và (ii), suy ra

n(J)≤ reg(G(J)) và n(J)≤ reg(G(J)).

Vậy
Jn+1 : x/Jn ∼= (0 : x) với mọi n > reg(G(J)).
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Theo [17, Proposition 2.2], Elias đã chứng minh σJ(k) = depth(G(Jk))

là hằng số khi k ≫ 0 và được kí hiệu là σ(J). Từ [25, Lemma 2.4],

ai(G(Jk))≤ [ai(G(J))/k] với i ≤ d và k ≥ 1,

trong đó [a]=max{m ∈Z | m ≤ a}. Do đó

ai(G(Jk))≤ 0 với mọi i ≤ d và k ≫ 0 (2.1.3)

Theo [17, Proposition 2.2], ta có

σ(J)≥ depth(G(J)) (2.1.4)

Bổ đề sau, chúng ta chỉ ra điều kiện để σ(J) là số nguyên dương.

Bổ đề 2.1.2. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 1 và J

là iđêan m-nguyên sơ của R. Nếu depth(R)≥ 1 thì σ(J)≥ 1.

Chứng minh. Theo (2.1.3), ta có ai(G(Jk))≤ 0 với k ≫ 0. Từ [26, Theorem
5.2], a0(G(Jk))< a1(G(Jk))≤ 0. Do đó, H0

G(Jk)+
(G(Jk))= 0 với k ≫ 0. Suy ra

σ(J)= depth(G(Jk))≥ 1 với mọi k ≫ 0.

Trong trường hợp J là iđêan tham số của R, Linh [32, Proposition
3.5] đã chứng minh nếu σ(J) ≥ d − 2 thì ed(J) ≤ 0. Nếu J là iđêan m-
nguyên sơ, chúng ta thu được định lý sau là một sự tổng quát của [32,
Proposition 3.5].

Định lý 2.1.3. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 2 và
depth(R) ≥ d−1. Cho J là iđêan m-nguyên sơ của R sao cho r(J) ≤ d−1.
Nếu σ(J)≥ d−2 thì ed(J)≤ 0.

Chứng minh. Với k ≫ 0, đặt I = Jk. Kí hiệu R = R[I t] =⊕n≥0In là đại số
Rees của R ứng với I và R+ =⊕n>0Rn. Theo [18, Proposition 2.7], ta có
ed(J)= ed(I). Từ [5, Theorem 4.1] và [5, Theorem 3.8],

(−1)d ed(J)= (−1)d ed(I)= PI(0)−HI(0)

=
d∑

i=0
(−1)iλ(H i

R+(R)0)

=
d∑

i=0
(−1)iλ(H i

G(I)+G(I)0).
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Vì depth(G(I)) = σ(J) ≥ d −2 nên H i
G(I)+(G(I)) = 0 với i = 0, ...,d −3. Mặt

khác, theo Bổ đề 1.2.8 ta có ad(G(I))+d ≤ r(I) . Từ [25, Lemma 2.7],

r(I)≤ ]r(J)+1− s(J)[
k

+ s(J)−1= ]r(J)+1−d[
k

+d−1≤ d−1,

trong đó ]a[= min{m ∈Z | m ≥ a} và s(J) = dim(G(J)
⊗

R/m) là độ trải giải
tích của J. Do đó, ad(G(I))< 0. Hơn nữa, theo (2.1.3), ai(G(I))≤ 0 với mọi
i ≥ 0. Áp dụng [26, Theorem 5.2], ta có ad−2(G(I)) < ad−1(G(I)) ≤ 0. Suy
ra

(−1)d ed(J)= (−1)d−1λ(Hd−1
G(I)+G(I)0).

Vậy ed(J)=−λ(Hd−1
G(I)+(G(I))0)≤ 0.

Theo chứng minh của Định lý 2.1.3, ed(J) =−λ(Hd−1
G(I)+(G(I))0). Nếu R

là vành Cohen-Macaulay và σ(J)≥ d−1 thì ad−1(G(I))< 0. Từ đó, chúng
ta thu được hệ quả sau đây.

Hệ quả 2.1.4. Cho (R,m) là vành Cohen-Macaulay chiều d ≥ 2. Giả sử J

là iđêan m-nguyên sơ của R với r(J)≤ d−1. Nếu σ(J)≥ d−1 thì ed(J)= 0.

Iđêan J của R được gọi là tiệm cận chuẩn tắc nếu tồn tại một số
nguyên k ≥ 1 sao cho Jn là đóng nguyên với mọi n ≥ k. Nếu J là iđêan
tiệm cận chuẩn tắc của R, theo [46, Theorem 7.3], ta có σ(J) ≥ 2. Mafi
và Naderi [38, Theorem 1.5] đã chỉ ra nếu R là vành Cohen-Macaulay
chiều d = 4 và J là iđêan m-nguyên sơ tiệm cận chuẩn tắc sao cho r(J)≤ 3

thì e4(J)≤ 0. Áp dụng Định lý 2.1.3, chúng ta thu được hệ quả sau đây.

Hệ quả 2.1.5. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều 4 và depth(R)≥
3. Giả sử J là iđêan m-nguyên sơ tiệm cận chuẩn tắc của R sao cho
r(J)≤ 3. Khi đó, e4(J)≤ 0.

Lưu ý rằng, trong giả thiết của Hệ quả 2.1.5 vành R không nhất thiết
là Cohen-Macaulay. Hệ quả 2.1.5 mà chúng ta thu được là mở rộng kết
quả của [38, Theorem 1.5].

Hệ quả 2.1.6. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều 4 và depth(R)≥
3. Giả sử J là iđêan m-nguyên sơ của R sao cho r(J)≤ 2. Nếu σ(J)≥ 2 thì

e i(J)≤ 0 với i = 3,4.
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Chứng minh. Từ Định lý 2.1.3, e4(J)≤ 0.
Không mất tính tổng quát, giả sử trường thặng dư R/m là vô hạn

và x1 là phần tử siêu bề mặt của J. Đặt R1 = R/(x1) và J1 = JR1. Khi
đó, dim(R1) = 3, J1 là iđêan m-nguyên sơ của R1 và e3(J) = e3(J1). Vì
depth(R) ≥ 3, depth(R1) ≥ 2. Theo Bổ đề 2.1.2, σ(J1) ≥ 1. Hơn nữa, r(J1) ≤
r(J) ≤ 2. Áp dụng Định lý 2.1.3, ta có e3(J) = e3(J1) ≤ 0. Hệ quả được
chứng minh.

Nếu R là vành Cohen-Macaulay chiều 3 và J là iđêan m-nguyên sơ
của R sao cho r(J)= 2, Puthenpurakal [47, Theorem 9.1] đã chứng minh
e3(J)≤ 0. Chúng ta mở rộng kết quả của Puthenpurakal qua hệ quả sau.

Hệ quả 2.1.7. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 3 và
depth(R)≥ d−1. Nếu J là iđêan m-nguyên sơ của R và r(J)≤ 2 thì e3(J)≤
0.

Chứng minh. Từ Bổ đề 2.1.2, ta có σ(J)≥ 1. Nếu d = 3, áp dụng Định lý
2.1.3 ta thu được e3(J)≤ 0.

Nếu d > 3, không mất tính tổng quát, giả sử R/m là vô hạn và x1, ..., xd−3

là dãy siêu bề mặt của J. Đặt R = R/(x1, ..., xd−3) và J = JR. Khi đó,
dim(R)= 3, depth(R)≥ 2 và r(J)≤ r(J)≤ 2. Theo Bổ đề 2.1.2, ta có depth(R)≥
2, σ(J)≥ 1. Áp dụng Định lý 2.1.3, ta có e3(J)≤ 0. Từ Bổ đề 1.3.5, suy ra
e3(J)= e3(J)≤ 0.

Với giả thiết σ(J) ≥ d −2, Định lý 2.1.3 chỉ ra tính không dương của
hệ số Hilbert ed(J). Tuy nhiên các hệ số Hilbert khác có thể dương. Ví
dụ sau đây chỉ ra ed ≤ 0, nhưng các hệ số Hilbert khác là dương.

Ví dụ 2.1.8. Giả sử R =Q[x, y, z](x,y,z) và J = (x3, y3, z3, x2 y+ z3, xz2, y2z+
x2z, xyz). Khi đó, K = (x3, y3, z3) là rút gọn tối tiểu của J và rK (J)= 2. Sử
dụng Macaulay 2, ta tính được depth(G(J)) = 0 và σ(J) = 1. Mặt khác,
chuỗi Hilbert PG(J)(t) của G(J) là

PG(J)(t)=
∑
n≥0

λ(Jn/Jn+1)tn = h(t)
(1− t)3

,

trong đó h(t)= a0+a1t+·· ·+as ∈Z[t]. Suy ra

h(t)= a0+a1t+·· ·+as = (1−3t+3t2− t3)PG(J)(t).
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Do đó,

a0 =λ(R/J);

a1 =λ(J/J2)−3λ(R/J);

a2 =λ(J2/J3)−3λ(J/J2)+3λ(R/J);

ai =λ(J i/J i+1)−3λ(J i−1/J i)+3λ(J i−2/J i−1)−λ(J i−3/J i−2) với i ≥ 3.

Sử dụng Macaulay 2, ta có

a0 = 13,a1 = 6,a2 = 13,a3 =−6,a4 = 1,a5 = a6 = ·· · = 0.

Nghĩa là
h(t)= 13+6t+13t2−6t3+ t4.

Vậy,

e0(J)= h(1)= 27;

e1(J)= h′(1)= 18;

e2(J)= h′′(1)
2!

= 1;

e3(J)= h(3)(1)
3!

=−2.

Định lý sau chỉ ra tính không dương của các hệ số Hilbert khác.

Định lý 2.1.9. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 3 và
depth(R) ≥ d−1. Giả sử J là iđêan m-nguyên sơ của R sao cho r(J) ≤ 2.
Nếu depth(G(J))≥ d−2 thì

e i(J)≤ 0 với i = 3, ...,d.

Chứng minh. Theo Định lý 2.1.3, ta có ed(J)≤ 0. Nếu d ≤ 4, khẳng định
được suy ra từ Hệ quả 2.1.6.

Nếu d > 4, ta cần chứng minh ed−i(J)≤ 0 với i = 1, ...,d−3. Không mất
tính tổng quát, giả sử trường thặng dư R/m là vô hạn và x1, ..., xd là dãy
siêu bề mặt của J. Với mỗi i = 1, ...,d−3, đặt Ri = R/(x1, ..., xi) và Ji = JRi.
Theo giả thiết, ta có dim(Ri)= d− i, depth(Ri)≥ d− i−1 và r(Ji)≤ r(J)≤ 2.
Vì depth(G(J))≥ d−2, depth(G(Ji))≥ d− i−2. Từ (2.1.4), ta có

σ(Ji)≥ depth(G(Ji))≥ d− i−2.
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Áp dụng Định lý 2.1.3,

ed−i(J)= ed−i(Ji)≤ 0 với i = 1, ...,d−3.

Vậy, e i(J)≤ 0 với mọi i = 3, ...,d.

Nhận xét 2.1.10. Định lý 2.1.9 là sự tổng quát các kết quả đã có trước
đó của Puthenpurakal [47, Theorem 9.1], Saikia-Saloni [54, Corollary
3.2] và Linh-V. D. Trung [36, Theorem 2.9].

2.2 Chặn cho các hệ số Hilbert của iđêan tham số

Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d và depth(R) ≥ d −1.
Giả sử Q là iđêan tham số của R. Trong phần này, chúng ta sẽ thiết lập
chặn cho các hệ số Hilbert e i(Q), i ≥ 2 theo chiều và hệ số Chern e1(Q).

Bổ đề 2.2.1. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 2 và
depth(R) ≥ d−1. Giả sử Q là iđêan tham số của R và x là phần tử siêu
bề mặt của Q. Khi đó, với mọi n ≥ 1, ta có

λ(Qn+1 : x/Qn)≤−
(
n+d−3

d−2

)
e1(Q).

Chứng minh. Giả sử Q = (x1, ..., xd) và x = xd là phần tử siêu bề mặt của
Q. Đặt J = (x1, ..., xd−1), ta có

Qn+1 : x/Qn = ((xQn + JnQ) : x)/Qn

= (Qn + (JnQ : x))/Qn

∼= (JnQ : x)/(Qn ∩ (JnQ : x)).

Vì Jn ⊆Qn ∩ (JnQ : x),

λ(Qn+1 : x/Qn)≤λ(Jn : x/Jn).

Theo [32, Corollary 4.4],

λ(Jn : x/Jn)≤−
(
n+d−3

d−2

)
e1(Q).

Suy ra

λ(Qn+1 : x/Qn)≤−
(
n+d−3

d−2

)
e1(Q).
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Bổ đề 2.2.2. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 2 và
depth(R) ≥ 1. Giả sử J là iđêan m-nguyên sơ của R và x là phần tử siêu
bề mặt của J. Khi đó,

(−1)d ed(J)=
r∑

k=0
(HJ(k)−PJ(k))−

r∑
k=0

λ(Jk+1 : x/Jk),

với r ≥ reg(G(J))+1, R = R/(x) và J = JR.

Chứng minh. Theo [40, Lemma 3.2], ta có

(−1)d ed(J)=
∞∑

k=0
(HJ(k)−PJ(k))−

∞∑
k=0

λ(Jk+1 : x/Jk).

Từ Bổ đề 2.1.1,

n(J)≤ reg(G(J))≤ reg(G(J))< r và λ(Jk+1 : x/Jk)=λ(0 :R x)= 0,

với k ≥ r. Do đó,

(−1)d ed(J)=
r∑

k=0
(HJ(k)−PJ(k))−

r∑
k=0

λ(Jk+1 : x/Jk).

Linh [32] đã thiết lập chặn cho chỉ số chính quy của vành phân bậc
liên kết ứng với iđêan tham số theo chiều và hệ số Chern e1(Q).

Định lý 2.2.3 ([32, Theorem 4.5]). Cho (R,m) là vành Noether địa phương
chiều d ≥ 1 và depth(R)≥ d−1. Giả sử Q là iđêan tham số của R. Khi đó,

reg(G(Q))≤max{−e1(Q)−1,0} nếu d = 1;

reg(G(Q))≤max{[−4e1(Q)](d−1)!+ e1(Q)−1,0} nếu d ≥ 2.

Đến đây chúng ta thiết lập các chặn cho các hệ số Hilbert e i(Q) (i ≥ 2)

theo chiều và e1(Q), là kết quả chính của phần này.

Định lý 2.2.4. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 2 và
depth(R)≥ d−1. Giả sử Q là iđêan tham số của R. Khi đó,

|e i(Q)| ≤ 3.2i−2ri−1|e1(Q)| với i = 2, ...,d,

trong đó, r =max{[−4e1(Q)](d−1)!+ e1(Q)−1,0}+1.
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Chứng minh. Giả sử Q = (x1, ..., xd). Không mất tính tổng quát, giả sử
trường thặng dư R/m là vô hạn. Giả sử x = xd là phần tử siêu bề mặt của
Q. Đặt R = R/(x) và Q =QR. Theo Bổ đề 2.2.2, ta có

(−1)d ed(Q)=
r∑

k=0
[HQ(k)−PQ(k)]−

r∑
k=0

λ(Qk+1 : x/Qk)

=
r∑

k=0
[λ(R/Q

k
)−

d−1∑
i=0

(−1)i

(
k+d− i−2

d− i−1

)
e i(Q)]−

r∑
k=0

λ(Qk+1 : x/Qk)

=
r∑

k=0
[λ(R/Q

k
)−

(
k+d−2

d−1

)
e0(Q)−

d−1∑
i=1

(−1)i

(
k+d− i−2

d− i−1

)
e i(Q)]

−
r∑

k=0
λ(Qk+1 : x/Qk).

Mặt khác, từ [32, Lemma 4.1],

0≤λ(R/Q
k
)−

(
k+d−2

d−1

)
e0(Q)≤−

(
k+d−3

d−2

)
e1(Q).

Hơn nữa, từ Bổ đề 2.2.1,

λ(Qk+1 : x/Qk)≤−
(
k+d−3

d−2

)
e1(Q)=

(
k+d−3

d−2

)
|e1(Q)|.

Do đó,

|ed(Q)| ≤ 3
r∑

k=0

(
k+d−3

d−2

)
|e1(Q)|+

r∑
k=0

d−1∑
i=2

(
k+d− i−2

d− i−1

)
|e i(Q)|

≤ 3

(
r+d−2

d−1

)
|e1(Q)|+

d−1∑
i=2

r∑
k=0

(
k+d− i−2

d− i−1

)
|e i(Q)|

= 3

(
r+d−2

d−1

)
|e1(Q)|+

d−1∑
i=2

(
r+d− i−1

d− i

)
|e i(Q)|.

Lưu ý (
r+d−2

d−1

)
≤ rd−1 và

(
r+d− i−1

d− i

)
≤ rd−i.

Do đó,

|ed(Q)| ≤ 3.rd−1|e1(Q)|+
d−1∑
i=2

rd−ie i(Q).

Bằng phương pháp quy nạp theo chiều d, ta có thể giả sử

|e i(Q)| ≤ 3.2i−2.ri−1|e1(Q)| với i = 2, ...,d−1.
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Mặt khác, e i(Q)= e i(Q) với i = 1, ...,d−1. Suy ra

|e i(Q)| ≤ 3.2i−2.ri−1|e1(Q)| = 3.2i−2.ri−1|e1(Q)| với i = 2, ...,d−1.

Phần còn lại chúng ta thiết lập chặn cho ed(Q). Thật vậy, theo giả thiết
quy nạp, ta có

|ed(Q)| ≤ 3.rd−1|e1(Q)|+
d−1∑
i=2

rd−i.3.2i−2.ri−1|e1(Q)|

= 3.rd−1|e1(Q)|+
d−1∑
i=2

3.rd−1.2i−2|e1(Q)|

= 3.rd−1|e1(Q)|+3.rd−1|e1(Q)|(
d−1∑
i=2

2i−2)

= 3.rd−1|e1(Q)|+3.rd−1|e1(Q)|.(2d−2−1)

= 3.2d−2.rd−1|e1(Q)|.

Định lý được chứng minh.

2.3 Kết luận Chương 2

Trong chương này, chúng tôi đã thu được một số kết quả chính sau
đây:

Trong phần thứ nhất, chúng tôi chứng minh tính không dương của
một số hệ số Hilbert của iđêan m-nguyên sơ với số mũ rút gọn nhỏ trong
trường hợp depthR ≥ dimR−1 (Định lý 2.1.3 và Định lý 2.1.9).

Trong phần thứ hai, chúng tôi thiết lập chặn trên cho các hệ số
Hilbert của iđêan tham số theo hệ số Chern trong trường hợp depthR ≥
dimR−1 (Định lý 2.2.2).
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Chương 3

Nhiễu của iđêan trong vành địa
phương

Trong chương này, cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d và J

là iđêan của R. Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh bởi dãy các phần
tử f1, ..., fr. Iđêan I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó f ′i

∼= f i mod JN với N ≫ 0, được
gọi là nhiễu J-adic của I. Nếu I ′ là một nhiễu m-adic của I thì ta nói I ′

là một nhiễu bé của I. Mục đích chính của chương này là nghiên cứu sự
bảo toàn của hàm Hilbert của R/I ứng với iđêan J đối với nhiễu J-adic
của I. Một cách cụ thể, nếu J là iđêan m-nguyên sơ của vành Cohen-
Macaulay suy rộng R, chúng tôi thiết lập một chặn tuyến tính cho chỉ
số nhiễu của I ứng với J theo bậc đồng điều hdeg(J,R/I), kết quả này là
một mở rộng kết quả của Quý-V. D. Trung [48]. Hơn nữa, nếu A là R-
môđun đối Cohen-Macaulay và J là iđêan của R thỏa mãn λ(0 :A J)<∞,
chúng tôi chứng minh sự bảo toàn của hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu
của J liên kết với A = 0 :A I đối với nhiễu J-adic của I. Nội dung của
chương này được viết dựa trên các bài báo [35] và [60].

3.1 Chặn tuyến tính cho chỉ số nhiễu Hilbert

Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d và J là iđêan m-
nguyên sơ của R. Giả sử f1, ..., fr là dãy lọc chính quy và I = ( f1, ..., fr).
Như đã giới thiệu trong phần mở đầu, chỉ số nhiễu của I ứng với J là
số nguyên bé nhất N(I, J) sao cho với mọi iđêan I ′ = ( f1, ..., fr), trong đó
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f ′i ≡ f i mod JN với i = 1, ..., r thì

λ(R/(I + Jn))=λ(R/(I ′+ Jn))

với mọi n ≥ 0. Trong phần này, chúng tôi sẽ thiết lập chặn tuyến tính
cho chỉ số nhiễu Hilbert N(I, J) theo bậc mở rộng hdeg(J,R/I). Kết quả
mà chúng tôi thu được là một mở rộng kết quả của Quý-V. D. Trung [48]
cho lớp iđêan m-nguyên sơ. Nội dung của phần này được viết dựa theo
bài báo [35].

Kí hiệu ν(J) là số phần tử sinh tối tiểu của iđêan J. Với giả thiết (R,m)

là vành Noether địa phương bất kỳ, chúng ta mở rộng [68, Theorem
6.15] qua bổ đề sau đây.

Bổ đề 3.1.1. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 1 với
trường thặng dư vô hạn và J là iđêan m-nguyên sơ của R. Khi đó,

ν(Jn)≤ hdeg(J,R)

(
n+d−2

d−1

)
+

(
n+d−2

d−2

)
.

Chứng minh. Giả sử K = (x1, . . . , xd) là rút gọn tối tiểu của J. Đặt K0 =
(x1, . . . , xd−1). Xét phép nhúng Jn/Kn

0 ,→ R/Kn
0 . Theo chứng minh của [68,

Theorem 6.11],

hdeg(J,R/Kn
0 )≤ hdeg(J,R)

(
n+d−2

d−1

)
.

Mặt khác, ν(Jn)≤ ν(Kn
0 )+ν(Jn/Kn

0 )≤ ν(Kn
0 )+hdeg(J, Jn/Kn

0 ). Do đó,

ν(Jn)≤
(
n+d−2

d−2

)
+hdeg(J,R)

(
n+d−2

d−1

)
.

Để đưa ra được chặn trên cho chỉ số rút gọn của một iđêan J bất kỳ
của R, chúng ta cần kết quả sau của Eakin và Sathaye.

Định lý 3.1.2 ([13, Theorem 1]). Cho (R,m) là vành Noether địa phương
chiều d ≥ 1 và J là iđêan của R. Giả sử K là rút gọn tối tiểu của J. Nếu
tồn tại số nguyên dương n sao cho

ν(Jn)<
(
n+d

d

)
thì rK (J)≤ n−1.
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Từ Bổ đề 3.1.1 và Định lý 3.1.2, chúng ta thu được chặn trên cho chỉ
số rút gọn.

Định lý 3.1.3. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 1 với
trường thặng dư vô hạn và J là iđêan m-nguyên sơ của R. Nếu K là rút
gọn tối tiểu của J thì

rK (J)≤max{d.hdeg(J,R)−2d+1,0}.

Chứng minh. Theo Bổ đề 3.1.1, ta có

ν(Jn)≤ hdeg(J,R)

(
n+d−2

d−1

)
+

(
n+d−2

d−2

)
.

Theo Định lý 3.1.2, chúng ta cần chọn số nguyên n sao cho

hdeg(J,R)

(
n+d−2

d−1

)
+

(
n+d−2

d−2

)
<

(
n+d

d

)
.

Hay
hdeg(J,R)

n
n+d−1

+ d−1
n+d−1

< n+d
d

.

Nếu chọn n = d.hdeg(J,R)−2d+2 thì bất phương trình được thỏa mãn.
Giả sử d.hdeg(J,R)−2d+1≥ 0. Khi đó,

rK (J)≤ d.hdeg(J,R)−2d+1.

Hoàn toàn tương tự [48, Lemma 2.8], ta có bổ đề sau đây.

Bổ đề 3.1.4. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d và J là
iđêan m-nguyên sơ của R. Giả sử f1, ..., fr là dãy lọc chính quy và I =
( f1, ..., fr). Nếu K là rút gọn tối tiểu của J trong R/I và N là số nguyên
không âm sao cho rK (J,R/I)≤ N. Khi đó, với mọi I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó
f ′i ≡ f i mod JN+2 với i = 1, ..., r, ta có K là rút gọn tối tiểu của J trong R/I ′

và rK (J,R/I ′)≤ N +1.

Theo Định lý 3.1.3, r(J,R/I) ≤ max{s.hdeg(J,R/I)− 2s + 1,0}, với s =
dim(R/I). Đặt N1 =max{s.hdeg(J,R/I)−2s+1,0}+2. Từ Bổ đề 3.1.4, chúng
ta thu được bổ đề sau.
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Bổ đề 3.1.5. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d và J là
iđêan m-nguyên sơ của R. Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh bởi
dãy lọc chính quy f1, ..., fr của R. Nếu K là rút gọn tối tiểu của J trong
R/I thì với m ≥ 0, ta có
(i) JN1+m + I = Km+1JN1−1+ I;
(ii) JN1+m + I ′ = Km+1JN1−1 + I ′ với mọi I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i

mod JN1 với i = 1, ..., r.

Từ Bổ đề 3.1.5, chúng ta thu được bổ đề sau.

Bổ đề 3.1.6. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 1 và J là
iđêan m-nguyên sơ của R. Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh bởi
dãy lọc chính quy. Đặt s = d − r và K = (x1, ..., xs) là rút gọn tối tiểu của
J trong R/I. Với t ≥ 1, đặt K t = (xt

1, ..., xt
s) và N1 =max{s.hdeg(J,R/I)−2s+

1,0}+2. Khi đó với mọi m ≥ 0 và i ≥ 0, ta có
(i) JN1+s(t−1)+mt+i + I = Km+1

t JN1+s(t−1)−t+i + I;
(ii) JN1+s(t−1)+mt+i+ I ′ = Km+1

t JN1+s(t−1)−t+i+ I ′ với mọi I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong
đó f ′i ≡ f i mod JN1 với i = 1, ..., r.

Chứng minh. Từ Bổ đề 3.1.5, ta có

JN1+s(t−1)+mt+i + I = K s(t−1)+mt+1+i JN1−1+ I.

Vì K s(t−1)+1 = K tK (s−1)(t−1) nên

K s(t−1)+mt+1+i = Km+1
t K (s−1)(t−1)+i = Km+1

t K s(t−1)−t+1+i.

Do đó

JN1+s(t−1)+mt+i + I = Km+1
t K s(t−1)−t+1+i JN1−1+ I

= Km+1
t JN1+s(t−1)−t+i + I.

Tương tự, ta cũng có

JN1+s(t−1)+mt+i + I ′ = Km+1
t JN1+s(t−1)−t+i + I ′

với mọi I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i mod JN1 với i = 1, ..., r.

Bổ đề 3.1.7. Cho (R,m) là vành Noether địa phương chiều d ≥ 1 và J

là iđêan m-nguyên sơ của R. Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh
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bởi dãy lọc chính quy f1, ..., fr của R. Đặt s = d − r và K = (x1, ..., xs) là
rút gọn tối tiểu của J trong R/I. Giả sử t là số nguyên dương sao cho
K t = (xt

1, ..., xt
s) là iđêan tham số chuẩn tắc của R/I và N = N1+(s+1)t. Với

0≤ i ≤ t−1, đặt Pi = N1+ s(t−1)+ i. Khi đó với mỗi m ≥ 0, ta có

λ

(
Km+1

t + I

Km+1
t JPi−t + I

)
=λ

(
Km+1

t + I ′

Km+1
t JPi−t + I ′

)
(3.1.1)

với mọi I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i mod JN với i = 1, ..., r.

Chứng minh. Từ Bổ đề 3.1.6, ta có JN + I = JN1+(s+1)t + I ⊆ K t + I. Do đó,
K t + I = K t + I ′. Đặt L t = K t + I = K t + I ′. Khi đó đẳng thức (3.1.1) tương
đương với đẳng thức sau

λ

(
Lm+1

t + I

Lm+1
t JPi−t + I

)
=λ

(
Lm+1

t + I ′

Lm+1
t JPi−t + I ′

)
(3.1.2)

với m ≥ 0 và 0≤ i ≤ t−1.
Mặt khác,

Lm+1
t + I

Lm+1
t JPi−t + I

∼= Lm+1
t

Lm+1
t JPi−t +Lm+1

t ∩ I

và
Lm+1

t + I ′

Lm+1
t JPi−t + I ′

∼= Lm+1
t

Lm+1
t JPi−t +Lm+1

t ∩ I ′

với m ≥ 0 và 0≤ i ≤ t−1. Do đó, chúng ta chỉ cần chứng minh

λ

(
Lm+1

t

Lm+1
t JPi−t +Lm+1

t ∩ I

)
=λ

(
Lm+1

t

Lm+1
t JPi−t +Lm+1

t ∩ I ′

)
(3.1.3)

với m ≥ 0 và 0 ≤ i ≤ t−1. Vì xt
1, ..., xt

d là một d-dãy của R/I nên theo [27,
Theorem 2.1], ta có Km+1

t ∩ I ⊆ Km
t I. Do đó,

Lm+1
t ∩ I = Lm

t I +Km+1
t ∩ I = Lm

t I.

Tương tự, ta cũng có
Lm+1

t ∩ I ′ = Lm
t I ′.
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Vì vậy

Lm+1
t JPi−t +Lm+1

t ∩ I = Lm+1
t JPi−t +Lm

t I

= Lm
t (L tJPi−t + I)

= Lm
t (K tJPi−t + I)

= Lm
t (JPi + I)

= Lm
t (JPi + I ′)

= Lm
t (K tJPi−t + I ′)

= Lm+1
t JPi−t +Lm+1

t ∩ I ′

với m ≥ 0 và 0≤ i ≤ t−1. Bổ đề được chứng minh.

Với những chuẩn bị ở trên, chúng ta thu được kết quả chính của phần
này là định lý sau đây.

Định lý 3.1.8. Cho (R,m) là vành Cohen-Macaulay suy rộng chiều d và
J là iđêan m-nguyên sơ của R. Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh
bởi dãy lọc chính quy f1, ..., fr của R. Đặt s = d− r và

N =max{s.hdeg(J,R/I)−2s+1,0}+ (s+1)I(R)+2.

Khi đó,
λ(R/(Jn + I))=λ(R/(Jn + I ′)) (3.1.4)

với mọi n ≥ 0 và I ′ = ( f1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i mod JN với i = 1, ..., r.

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, giả sử trường thặng dư R/m

là vô hạn. Đặt N1 =max{s.hdeg(J,R/I)−2s+1,0}+2. Khi đó, R/I là vành
Cohen-Macaulay suy rộng chiều s. Theo Hệ quả 3.1.5 (i), tồn tại rút gọn
tối tiểu K = (x1, . . . , xs)⊆ J trong R/I sao cho

JN1+m + I = Km+1JN1−1+ I

với mọi m ≥ 0. Vì f ′i ≡ f i mod JN và N ≤ N1 nên f ′i ≡ f i mod JN1 với i =
1, ..., r. Theo Hệ quả 3.1.5 (ii), ta có

JN1+m + I ′ = Km+1JN1−1+ I ′,

với mọi m ≥ 0. Đặt t =max{I(R),1}, ta có I(R/I)≤ t. Theo [64, Proposition
2.10], K t = (xt

1, ..., xt
s)+ I là iđêan tham số chuẩn tắc của R/I. Vì N1+ s(t−
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1)≤ N, ta có
Jn + I = Jn + I ′

với mọi n ≤ N1+ s(t−1). Do đó, chúng ta sẽ chứng minh

λ

(
R

Jn + I

)
=λ

(
R

Jn + I ′

)
với mọi n ≥ N1+ s(t−1). Tức là chỉ cần chứng minh

λ

(
R

JN1+s(t−1)+mt+i + I

)
=λ

(
R

JN1+s(t−1)+mt+i + I ′

)
với mọi m ≥ 0 và 0 ≤ i ≤ t−1. Đặt Pi = N1 + s(t−1)+ i for 0 ≤ i ≤ t−1. Do
đó, chỉ cần chứng minh

λ

(
R

JPi+mt + I

)
=λ

(
R

JPi+mt + I ′

)
(3.1.5)

với m ≥ 0 và 0≤ i ≤ t−1.

Theo Bổ đề 3.1.6, đẳng thức (3.1.5) tương đương với đẳng thức sau

λ

(
R

Km+1
t JPi−t + I

)
=λ

(
R

Km+1
t JPi−t + I ′

)
(3.1.6)

với m ≥ 0 và 0≤ i ≤ t−1. Ta có

λ

(
R

Km+1
t JPi−t + I

)
=λ

(
R

Km+1
t + I

)
+λ

(
Km+1

t + I

Km+1
t JPi−t + I

)
và

λ

(
R

Km+1
t JPi−t + I ′

)
=λ

(
R

Km+1
t + I ′

)
+λ

(
Km+1

t + I ′

Km+1
t JPi−t + I ′

)
.

Vì N ≥ e(J,R/I)+ I(R)+1 nên theo [48, Theorem 3.2], ta có

λ(H i
m(R/I))=λ(H i

m(R/I ′))

với mọi i < s. Do đó, theo [64, Corollary 4.2],

λ

(
R

Km+1
t + I

)
=λ

(
R

Km+1
t + I ′

)

với mọi m ≥ 0. Mặt khác, theo Bổ đề 3.1.7,

λ

(
Km+1

t + I

Km+1
t JPi−t + I

)
=λ

(
Km+1

t + I ′

Km+1
t JPi−t + I ′

)
với m ≥ 0 và 0≤ i ≤ t−1. Định lý được chứng minh.
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Nhận xét 3.1.9. Quý và N. V. Trung [49] đã thiết lập chặn cho chỉ số
nhiễu Hilbert N(I, J) trong trường hợp tổng quát theo bậc mở rộng. Nếu
R là vành Cohen-Macaulay suy rộng, chặn mà chúng tôi thu được trong
Định lý 3.1.8 là tốt hơn chặn trong [49, Corollary 4.8].

Nếu J =m, chúng ta thu được hệ quả sau đây.

Hệ quả 3.1.10. Cho (R,m) là vành Cohen-Macaulay suy rộng chiều d.
Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan sinh bởi dãy lọc chính quy f1, ..., fr của R.
Đặt s = d− r và

N =max{s.hdeg(R/I)−2s+1,0}+ (s+1)I(R)+2.

Khi đó,
λ(R/(mn + I))=λ(R/(mn + I ′))

với mọi n ≥ 0 và I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i mod mN với i = 1, ..., r.

Nhận xét 3.1.11. Chặn mà chúng tôi thu được trong Hệ quả 3.1.10 là
một cải tiến so với chặn của Quý và V. D. Trung [48].

Nếu J + I là iđêan tham số của R thì r(J,R/I) = 0. Khi đó, chúng ta
thu được chặn phổ dụng cho chỉ số nhiễu Hilbert như sau.

Hệ quả 3.1.12. Cho (R,m) là vành Cohen-Macaulay suy rộng chiều d.
Giả sử J là iđêan của R và I = ( f1, ..., fr) là iđêan sinh bởi dãy lọc chính
quy f1, ..., fr của R thỏa mãn J + I là iđêan tham số của R. Đặt s = d− r

và
N = (s+1)I(R)+1.

Khi đó,
λ(R/(Jn + I))=λ(R/(Jn + I ′))

với mọi n ≥ 0 và I ′ = ( f ′1, ..., f ′r), trong đó f ′i ≡ f i mod JN với i = 1, ..., r.

Nhận xét 3.1.13. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương bất kỳ và
J là iđêan m-nguyên sơ. Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan sinh bởi dãy lọc
chính quy. Nếu J là iđêan sinh bởi d-dãy trong R/( f1, ..., fr) thì chúng
tôi đã chứng minh hàm Hilbert-Samuel của R/I ứng với J bảo toàn qua
nhiễu J-adic của I [34].
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3.2 Nhiễu của hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu

Trong phần này, cho (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-
môđun đối Cohen-Macaulay. Xét I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh bởi
dãy A-đối chính quy f1, ..., fr. Giả sử J là iđêan của R sao cho λ(0 :A J)<
∞. Trong phần này, chúng tôi sẽ nghiên cứu sự bảo toàn hàm Hilbert-
Samuel đối ngẫu của J liên kết với A = 0 :A I dưới tác động nhiễu J-adic
của I. Nội dung của phần này được viết dựa theo bài báo [60].

Đầu tiên, chúng ta khẳng định nếu K là một rút gọn tối tiểu của
J liên kết với A thì K cũng là một rút gọn tối tiểu của J liên kết với
A
′ = 0 :A I ′, trong đó I ′ là một nhiễu J-adic của I.

Bổ đề 3.2.1. Cho (R,m) là vành Noether địa phương với trường thặng
dư vô hạn và A là R-môđun Artin. Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R

sinh bởi một phần hệ tham số f1, ..., fr của A và A = 0 :A I. Xét K là rút
gọn tối tiểu của J liên kết với A, đặt

N = r′K (J, A)+2.

Giả sử f ′i = f i +εi, trong đó εi là phần tử bất kì trong JN với i = 1, ..., r và
I ′ = ( f ′1, ..., f ′r). Khi đó,

0 :A (I ′,K JN−1)= 0 :A (I ′, JN),

và K là rút gọn tối tiểu của J liên kết với A
′
, với A

′ = 0 :A I ′ và r′K (J, A
′
)≤

N −1.

Chứng minh. Vì r′K (J, A)= N −2 nên

0 :A (I,K JN−2)= 0 :A (I, JN−1).

Suy ra
0 :A (I,K JN−1)= 0 :A (I, JN).

Mặt khác, theo cách chọn số nguyên N, ta có

0 :A (I, J i)= 0 :A (I ′, J i)
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với mọi i ≤ N. Rõ ràng 0 :A (I ′, JN)⊆ 0 :A (I ′,K JN−1). Ngược lại,

0 :A ((I ′,K JN−1)+ J(I ′, JN))= (0 :A (I ′,K JN−1))∩ (0 :A J(I, JN))

= (0 :A (I ′,K JN−1))∩ (0 :A J(I,K JN−1))

= 0 :A (I ′,K JN−1, IJ)

= (0 :A I ′)∩ (0 :A J(I,K JN−2))

= (0 :A I ′)∩ (0 :A J(I, JN−1))

⊆ 0 :A (I ′, JN).

Áp dụng Bổ đề Nakayama cho môđun Artin [29, Corollary of Proposi-
tion 5], ta có

0 :A (I ′,K JN−1)= 0 :A (I ′, JN).

Do đó, K là một rút gọn của J liên kết với A
′
và r′K (J, A

′
)≤ N −1. Từ Bổ

đề 3.2.2, K là iđêan tham số của A
′
. Theo [56, Theorem 6.5 (ii)], K là

rút gọn tối tiểu của J liên kết với A
′
. Bổ đề được chứng minh.

Trong bổ đề sau, chúng ta sẽ chứng minh nếu f1, ..., fr là một phần hệ
tham số của A thì f ′1, ..., f ′r cũng là một phần hệ tham số của A.

Bổ đề 3.2.2. Cho (R,m) là vành Noether địa phương với trường thặng
dư vô hạn và A là R-môđun Artin với Ndim A = d. Xét I = ( f1, ..., fr) là
iđêan của R sinh bởi một phần hệ tham số f1, ..., fr của A và A = 0 :A I.
Giả sử K là rút gọn tối tiểu của J liên kết với A. Đặt

N = r′K (J, A)+2.

Giả sử f ′i = f i +εi, trong đó εi là phần tử bất kì trong JN với i = 1, ..., r và
I ′ = ( f ′1, ..., f ′r). Khi đó,

0 :A (I,K)= 0 :A (I ′,K)

và f ′1, ..., f ′r là một phần hệ tham số của A.
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Chứng minh. Ta có,

0 :A (I,K)= (0 :A (I,K JN−1))∩ (0 :A K)

= (0 :A (I, JN))∩ (0 :A K)

= (0 :A (I ′, JN))∩ (0 :A K)

= (0 :A (I ′,K JN−1))∩ (0 :A K)

= 0 :A (I ′,K).

Vì f1, ..., fr là một phần hệ tham số của A, theo [62, Lemma 2.7], Ndim A =
d − r. Mặt khác, K là rút gọi tối tiểu của J liên kết với A, theo [56,
Theorem 6.5 (ii)] tồn tại một hệ tham số x1, ..., xd−r của A sao cho K =
(x1, ..., xd−r) là iđêan tham số của A. Do đó, Ndim(0 :A (I,K)) = Ndim(0 :A

K) = 0. Suy ra, Ndim(0 :A (I ′,K)) = 0. Hay, f ′1, ..., f ′r, x1, ..., xd−r là hệ tham
số của A. Vậy f ′1, ..., f ′r là một phần hệ tham số của A.

Bổ đề sau đây là chìa khóa để chứng minh kết quả chính của phần
này.

Bổ đề 3.2.3. Cho (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-môđun
Artin. Xét I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh bởi dãy các phần tử f1, ..., fr

và A = 0 :A I. Giả sử K = (x1, ..., xs) là iđêan của R sinh bởi dãy A-đối
chính quy x1, ..., xs. Khi đó,

0 :A IKm ⊆ (0 :A I)+ (0 :A Km+1) (3.2.1)

với mọi m ≥ 0.

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh quy nạp theo s với mỗi m.
Với s = 1, giả sử y ∈ 0 :A I(xm

1 ), suy ra yxm
1 ∈ A. Vì x1 là phần tử A-đối

chính quy nên x1A = A. Do đó, tồn tại z ∈ A sao cho yxm
1 = xm

1 z, vì vậy
y−z ∈ 0 :A (xm

1 )⊆ 0 :A (xm+1
1 ). Suy ra, y ∈ (0 :A I)+(0 :A (xm+1

1 )) với mọi m ≥ 0.
Với s > 1, áp dụng quy nạp chúng ta có thể giả sử khẳng định đúng

với mọi i < s. Đặt K1 = (x2, ..., xs) và A1 = 0 :A (I, x1). Theo giả thiết x2, ..., xs

là dãy A1-đối chính quy, áp dụng giả thiết quy nạp cho (I, x1), ta có

0 :A (I, x1)Km
1 ⊆ (0 :A (I, x1))+ (0 :A Km+1

1 )

với mọi m ≥ 0. Để chứng minh (3.2.1) ta tiếp tục chứng minh quy nạp
theo m. Với m = 0 khẳng định rõ ràng. Với m ≥ 1, ta có Km = Km

1 +x1Km−1,
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xét y ∈ 0 :A IKm = 0 :A I(Km
1 + x1Km−1), ta có y ∈ (0 :A IKm

1 )∩ (0 :A Ix1Km−1).
Suy ra, y ∈ (0 :A IKm

1 ) và yx1 ∈ (0 :A IKm−1). Theo giả thiết quy nạp,

yx1 ∈ (0 :A I)+ (0 :A Km)= x1(0 :A I)+ (0 :A Km).

Do đó, tồn tại b ∈ (0 :A I) và c ∈ (0 :A Km) sao cho yx1 = bx1+c. Đặt d = y−b,
ta có y= d+b. Phần còn lại chúng ta chỉ cần chứng minh d ∈ (0 :A I)+(0 :A

Km+1). Thật vậy,

d ∈ (0 :A IKm
1 )∩ (0 :A x1Km)= (0 :A IKm

1 )∩ (0 :A x1Km
1 )∩ (0 :A x1Km)

⊆ ((0 :A (I, x1))+ (0 :A Km+1
1 ))∩ (0 :A x1Km)

= (0 :A (I, x1))+ ((0 :A Km+1
1 )∩ (0 :A x1Km))

⊆ (0 :A I)+ (0 :A Km+1).

Vậy y= b+d ∈ (0 :A I)+ (0 :A Km+1).

Từ Bổ đề 3.2.3, chúng ta thu được hệ quả sau đây.

Hệ quả 3.2.4. Cho (R,m) là vành Noether địa phương với trường thặng
dư vô hạn và A là R-môđun đối Cohen-Macaulay với Ndim A = d. Giả sử
I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R sinh bởi một phần hệ tham số f1, ..., fr của A

và A = 0 :A I. Giả sử K là rút gọn tối tiểu của J liên kết với A. Đặt

N = r′K (J, A)+2.

Giả sử f ′i = f i+εi, trong đó εi là phần tử bất kì trong JN , với i = 1, ..., r và
I ′ = ( f ′1, ..., f ′r). Đặt L = (I,K), khi đó
(i) 0 :A ILm = (0 :A I)+ (0 :A Lm+1) với mọi m ≥ 0;
(ii) 0 :A I ′Lm = (0 :A I ′)+ (0 :A Lm+1) với mọi m ≥ 0.

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh (ii); (i) được chứng minh tương
tự. Theo Bổ đề 3.2.2, f ′1, ..., f ′r là một phần hệ tham số của A, vì A là
môđun đối Cohen-Macaulay, ta có f ′1, ..., f ′r là dãy A-đối chính quy, do đó
A
′ = 0 :A I ′ là môđun đối Cohen-Macaulay. Theo Bổ đề 3.2.1, K là rút

gọn tối tiểu của J liên kết với A
′
, vì vậy K sinh bởi dãy M

′-đối chính
quy. Theo Bổ đề 3.2.3, ta có

0 :A I ′Km ⊆ (0 :A I ′)+ (0 :A Km+1)
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với mọi m ≥ 0. Theo Bổ đề 3.2.2, 0 :A L = 0 :A (I,K)= 0 :A (I ′,K). Do đó,

0 :A Lm = 0 :A (I,K)m = 0 :A (I ′,K)m

với mọi m ≥ 0. Suy ra

0 :A I ′Lm = 0 :A I ′Lm ∩0 :A I ′Km

= 0 :A I ′Lm ∩ ((0 :A I ′)+ (0 :A Km+1))

= (0 :A I ′)+ ((0 :A I ′Lm)∩ (0 :A Km+1))

= (0 :A I ′)+ ((0 :A I ′(I ′,K)m)∩ (0 :A Km+1))

= (0 :A I ′)+ (0 :A (I ′,K)m+1)

= (0 :A I ′)+ (0 :A Lm+1)

với mọi m ≥ 0.

Bổ đề sau đây biểu diễn công thức tường minh của hàm Hilbert-
Samuel đối ngẫu của iđêan tham số liên kết với môđun đối Cohen-
Macaulay.

Bổ đề 3.2.5. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-môđun
đối Cohen-Macaulay với Ndim A = d. Nếu K là iđêan của R sinh bởi hệ
tham số x1, ..., xd của A. Khi đó,

λ(0 :A Kn+1)=λ(0 :A K)

(
n+d

d

)
.

Chứng minh. Suy ra từ [45, Corollary 3.2].

Mệnh đề sau đây khẳng định hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu của
iđêan tham số liên kết với môđun đối Cohen-Macaulay bảo toàn qua
nhiễu.

Mệnh đề 3.2.6. Cho (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-
môđun đối Cohen-Macaulay với Ndim A = d. Giả sử I = ( f1, ..., fr) là iđêan
của R sinh bởi dãy A-đối chính quy f1, ..., fr và A = 0 :A I. Xét J là iđêan
của R sao cho λ(0 :A J)<∞ và K là một rút gọn tối tiểu của J liên kết với
A. Đặt

N = r′K (J, A)+2.
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Giả sử f ′i = f i+εi, trong đó εi là phần tử bất kì trong JN , với i = 1, ..., r và
I ′ = ( f ′1, ..., f ′r). Khi đó,

λ(0 :A (I,Kn))=λ(0 :A (I ′,Kn))

với mọi n ≥ 0.

Chứng minh. Theo giả thiết, ta có A là môđun đối Cohen-Macaulay. Vì
K là rút gọn tối tiểu của J liên kết với A nên K sinh bởi hệ tham số
x1, ..., xs của A với s = d− r. Theo Bổ đề 3.2.5, ta có

λ(0 :A (I,Kn+1))=λ(0 :A (I,K))

(
n+ s

s

)
.

Theo Bổ đề 3.2.2, I ′ sinh bởi dãy A-đối chính quy f ′1, ..., f ′r, suy ra A
′ =

0 :A I ′ là môđun đối Cohen-Macaulay và Ndim A
′ = s. Theo Bổ đề 3.2.1,

K là rút gọn tối tiểu của J liên kết với A
′
. Tương tự lập luận như trên,

ta có

λ(0 :A (I ′,Kn+1))=λ(0 :A (I ′,K))

(
n+ s

s

)
.

Theo Bổ đề 3.2.2,
0 :A (I,K)= 0 :A (I ′,K).

Do đó,
λ(0 :A (I,Kn))=λ(0 :A (I ′,Kn))

với mọi n ≥ 0.

Với những gì được chuẩn bị ở trên, chúng ta đưa ra nội dung chính
của phần này về sự bảo toàn hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu của iđêan
liên kết với môđun đối Cohen-Macaulay.

Định lý 3.2.7. Cho (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-môđun
đối Cohen-Macaulay với Ndim A = d. Xét I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R

sinh bởi dãy A-đối chính quy f1, ..., fr. Giả sử J là iđêan của R sao cho
λ(0 :A J)<∞. Đặt A = 0 :A I và

N = r′(J, A)+2.

Giả sử f ′i = f i+εi, trong đó εi là phần tử bất kì trong JN , với i = 1, ..., r và
I ′ = ( f ′1, ..., f ′r). Khi đó,

λ(0 :A (I, Jn))=λ(0 :A (I ′, Jn))
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với mọi n ≥ 0.

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, chúng ta giả sử trường thặng
dư R/m là vô hạn. Đặt s = d − r, khi đó tồn tại rút gọn tối tiểu K =
(x1, ..., xs) của J liên kết với A sao cho r′K (J, A) = r′(J, A) = N −2. Từ cách
chọn số nguyên N, ta có

0 :A (I, Jn)= 0 :A (I ′, Jn)

với mọi n ≤ N. Do đó, chúng ta chỉ cần chứng minh

λ(0 :A (I, Jn))=λ(0 :A (I ′, Jn))

với mọi n ≥ N. Với n = m+N, trong đó m là một số nguyên dương, ta có

0 :A (I, Jn)= 0 :A (I, Jm+N)= 0 :A (I,Km+1JN−1)

và
0 :A (I ′, Jn)= 0 :A (I ′, Jm+N)= 0 :A (I ′,Km+1JN−1).

Với mỗi m ≥ 0, xét các dãy khớp ngắn sau đây

0−→ 0 :A (I,Km+1)−→ 0 :A (I,Km+1JN−1)−→ 0 :A (I,Km+1JN−1)
0 :A (I,Km+1)

−→ 0

và

0−→ 0 :A (I ′,Km+1)−→ 0 :A (I ′,Km+1JN−1)−→ 0 :A (I ′,Km+1JN−1)
0 :A (I ′,Km+1)

−→ 0.

Theo Mệnh đề 3.2.6, ta có

λ(0 :A (I,Km+1))=λ(0 :A (I ′,Km+1))

với mọi m ≥ 0. Từ đây chúng ta cần chứng minh

λ

(
0 :A (I,Km+1JN−1)

0 :A (I,Km+1)

)
=λ

(
0 :A (I ′,Km+1JN−1)

0 :A (I ′,Km+1)

)
với mọi m ≥ 0. Đặt L = (I,K) thì 0 :A L = 0 :A (I,K)= 0 :A (I ′,K), khi đó

0 :A (I,Km+1JN−1)
0 :A (I,Km+1)

= 0 :A (I,Lm+1JN−1)
0 :A (I,Lm+1)

và
0 :A (I ′,Km+1JN−1)

0 :A (I ′,Km+1)
= 0 :A (I ′,Lm+1JN−1)

0 :A (I ′,Lm+1)
,

52



với mọi m ≥ 0. Vì vậy, chúng ta sẽ chứng minh

λ

(
0 :A (I,Lm+1JN−1)

0 :A (I,Lm+1)

)
=λ

(
0 :A (I ′,Lm+1JN−1)

0 :A (I ′,Lm+1)

)
với mọi m ≥ 0.
Chúng ta khẳng định

0 :A Lm+1+0 :A (I,Lm+1JN−1)= 0 :A Lm+1+0 :A (I ′,Lm+1JN−1)

với mọi m ≥ 0. Thật vậy, với mỗi m ≥ 0,

(0 :A Lm+1)+ (0 :A (I,Lm+1JN−1))= (0 :A Lm+1JN−1)∩ ((0 :A I)+ (0 :A Lm+1))

= (0 :A Lm+1JN−1)∩ (0 :A ILm) (Hệ quả 3.2.4 (i))

= (0 :A (I,LJN−1)) :A Lm

= (0 :A (I,K JN−1)) :A Lm

= (0 :A (I ′,K JN−1)) :A Lm

= (0 :A (I ′,LJN−1)) :A Lm

= (0 :A Lm+1JN−1)∩ (0 :A I ′Lm)

= (0 :A Lm+1JN−1)∩ ((0 :A I ′)+ (0 :A Lm+1)) (Hệ quả 3.2.4 (ii))

= (0 :A Lm+1)+ (0 :A (I ′,Lm+1JN−1)).

Do đó,

0 :A (I,Lm+1JN−1)
0 :A (I,Lm+1)

= 0 :A (I,Lm+1JN−1)
0 :A (I,Lm+1JN−1)∩0 :A Lm+1

∼= 0 :A (I,Lm+1JN−1)+0 :A Lm+1

0 :A Lm+1

= 0 :A (I ′,Lm+1JN−1)+0 :A Lm+1

0 :A Lm+1

∼= 0 :A (I ′,Lm+1JN−1)
0 :A (I ′,Lm+1JN−1)∩0 :A Lm+1

= 0 :A (I ′,Lm+1JN−1)
0 :A (I ′,Lm+1)

với mọi m ≥ 0. Do đó, các môđun này có cùng độ dài. Định lý được chứng
minh.

Từ Định lý 3.2.7, chúng ta thu được hệ quả sau.
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Hệ quả 3.2.8. Cho (R,m) là vành Noether địa phương và A là R-môđun
đối Cohen-Macaulay với Ndim A = d. Xét I = ( f1, ..., fr) là iđêan của R

sinh bởi dãy A-đối chính quy f1, ..., fr. Giả sử J là iđêan của R sao cho
λ(0 :A J)<∞. Đặt A = 0 :A I và

N = r′(J, A)+2.

Giả sử f ′i = f i+εi, trong đó εi là phần tử bất kì trong JN , với i = 1, ..., r và
I ′ = ( f ′1, ..., f ′r). Khi đó,

e′i(J, A)= e′i(J, A
′
),

với i = 0, ...,d− r, trong đó A
′ = 0 :A I ′.

Chứng minh. Ta có, Ndim A = d − r và theo Bổ đề 3.2.2, f ′1, ..., f ′r là một
phần hệ tham số của A. Suy ra, Ndim A

′ = d−r. Theo [45, Section 3], với
n ≫ 0,

λ(0 :A (I, Jn+1))=
d−r∑
i=0

(−1)ie′i(J, A)

(
n+d− r− i

d− r− i

)
.

và

λ(0 :A (I ′, Jn+1))=
d−r∑
i=0

(−1)ie′i(J, A
′
)

(
n+d− r− i

d− r− i

)
.

Từ Định lý 3.2.7, ta có
e′i(J, A)= e′i(J, A

′
),

với i = 0, ...,d− r.

Nhận xét 3.2.9. Nếu J là iđêan tham số của A thì r′(J, A) = 0. Khi đó,
N = 2 là số nguyên thỏa mãn Định lý 3.2.7.

3.3 Kết luận Chương 3

Trong chương này, chúng tôi đã thu được một số kết quả chính sau
đây:

Trong phần thứ nhất, chúng tôi đưa ra chặn trên tuyến tính theo
bậc mở rộng cho chỉ số nhiễu của hàm Hilbert-Samuel cho iđêan sinh
bởi dãy lọc chính quy ứng với iđêan m-nguyên sơ trong vành Cohen-
Macaulay suy rộng (Định lý 3.1.8).
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Trong phần thứ hai, chúng tôi thiết lập chặn trên tường minh cho chỉ
số nhiễu của hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu cho iđêan sinh bởi dãy đối
chính quy trong vành đối Cohen-Macaulay (Định lý 3.2.7).
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Chương 4

Chỉ số chính quy của iđêan khử
liên kết với đồ thị

Khái niệm iđêan khử (elimination ideal) liên kết với một đồ thị được
giới thiệu bởi Anwar and Khalid [4]. Mục đích chính của chương này là
thiết lập chặn tổ hợp cho chỉ số chính quy của iđêan khử liên kết với
một số lớp đồ thị đặc biệt. Nội dung của chương này được viết dựa theo
bài báo [61].

4.1 Iđêan khử liên kết với đồ thị

Chúng ta nhắc lại một số khái niệm cơ bản của lý thuyết đồ thị cần
thiết để xây dựng khái niệm iđêan khử.

Định nghĩa 4.1.1. Giả sử G = (V ,E) là đồ thị đơn, liên thông, hữu hạn
với tập đỉnh V = {v1, ...,vn}.

(i) Bậc của đỉnh vi là số cạnh đi qua đỉnh vi, kí hiệu deg(vi). Nếu
deg(vi)= 0 thì vi được gọi là đỉnh cô lập.

(ii) Đỉnh vi của G được gọi là đỉnh trội nếu deg(vi) ≥ deg(v j) với mọi
i ̸= j. Tập hợp tất cả các đỉnh trội của G, kí hiệu D(G), gọi là tập
trội của G.

(iii) Đồ thị G được gọi là đồ thị phân tán nếu tồn tại ít nhất một đỉnh
cô lập.

Câu hỏi mà chúng tôi quan tâm được đề xuất bởi [4, Question 2.1]
như sau.
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Câu hỏi 4.1.2. Có bao nhiêu đỉnh trội cần bỏ đi từ một đồ thị đơn, hữu
hạn, liên thông cho trước một cách đệ quy để các đồ thị con thu được là
không phân tán?

Anwar và Khalid [4] đã đưa ra một phương pháp hệ thống để giải
quyết câu hỏi này, gọi tên là phương pháp khử đỉnh trội (Dominating
Vertex Elimination Method - DVE method) như sau:
Giả sử G là đồ thị đơn, liên thông, hữu hạn. Đặt G0 =G và D(G0) là tập
hợp các đỉnh trội của G0. Chọn 1 đỉnh vi0 ∈ D(G0) sao cho G1 =G0− {vi0}

không là đồ thị phân tán. Lại chọn 1 đỉnh vi1 ∈ D(G1) sao cho G2 =
G1− {vi1} không là đồ thị phân tán. Lặp lại quá trình này, chúng ta thu
được một dãy liên tiếp các đồ thị con của G là

G =G0 ⊃G1 ⊃ ·· · ⊃Gr,

trong đó mỗi đồ thị Gk(0≤ k ≤ r) có n−k đỉnh.

Định nghĩa 4.1.3. Số nguyên r lớn nhất sao cho G i không là đồ thị
phân tán với mọi i ≤ r, được gọi là chỉ số ổn định bậc (graphical degree
stability) của G, kí hiệu Stabd(G).

Định nghĩa 4.1.4. Giả sử G i là đồ thị với V (G i) = {v1, ...,vi} và S =
k[x1, ..., xn] là vành đa thức n biến trên trường k.

(i) Giả sử dãy bậc của G i là (d1,d2, ...,di) thỏa mãn d1 ≥ d2 ≥ ·· · ≥ di.
Iđêan QG i = (xd1

1 , ..., xdi
i ) được gọi là iđêan dãy (sequential ideal) của

G i.

(ii) Giả sử
G =G0 ⊃G1 ⊃ ·· · ⊃Gr

là dãy liên tiếp các đồ thị con của G với r =Stabd(G), ta có các iđêan
dãy QG i = (x

di1
1 , ..., x

din−i
n−i ) với i = 0, ..., r. Khi đó, iđêan khử (elimina-

tion ideal) của G, kí hiệu ID(G), được định nghĩa như sau

ID(G)=
r⋂

i=0
Q(G i).

Lưu ý: Với mỗi G i, chúng ta luôn giả sử tập đỉnh V (G i) = {v1, ...,vi}

thỏa mãn d1 ≥ d2 ≥ ·· · ≥ di với di = deg(vi).
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Định nghĩa 4.1.5. Xét S = k[x1, ..., xn] là vành đa thức n biến với hệ tử
trên trường k và I là iđêan đơn thức của S. Với mỗi đơn thức u ∈ S, đặt
m(u)=max{ j : x j|u} và m(I)=max{m(u) : u ∈G (I)}, trong đó G (I) là hệ sinh
tối tiểu của I. Iđêan đơn thức I được gọi là ổn định (stable) nếu với mỗi
u ∈ I và 1 ≤ j ≤ m(u) thì x j.

u
xm(u)

∈ I. Kí hiệu d(I) là bậc lớn nhất của các

đơn thức trong G (I) và I≥t là iđêan sinh bởi các đơn thức của I có bậc
lớn hơn hoặc bằng t.

Bây giờ chúng ta sẽ nhắc lại một số tính chất cần thiết cho việc chứng
minh các kết quả chính của chương này. Theo [3, Proposition 1.1] và sử
dụng phương pháp quy nạp chúng ta thu được kết quả sau.

Bổ đề 4.1.6. Giả sử I i là các iđêan đơn thức và mi ≥ d(I i) với i = 1, ...,n.
Nếu I i≥mi

là ổn định với i = 1, ...,n thì (∩n
i=1I i)≥max{m1,...,mn} cũng ổn định.

Kết quả sau đây cho ta một chặn trên của chỉ số chính quy của iđêan
đơn thức.

Định lý 4.1.7 ([16, Proposition 1.2]). Nếu I là iđêan đơn thức với d(I)=
d và r ≥ d là số nguyên sao cho I≥r là ổn định thì reg(I)≤ r.

4.2 Chỉ số chính quy của iđêan khử liên kết với đồ thị

Trong phần này, chúng tôi sẽ đưa ra các công thức tường minh của
chỉ số ổn định bậc Stabd(G) (Định nghĩa 4.1.3) và thiết lập các chặn trên
cho chỉ số chính quy của các iđêan khử ID(G) của một số lớp đồ thị đặc
biệt.

Nhận xét 4.2.1. Để thuận lợi, chúng ta sẽ đánh nhãn các đỉnh vi của
các đồ thị như các biến xi của vành đa thức S = k[x1, ..., xn].

Đầu tiên, chúng ta tính chỉ số ổn định bậc của đồ thị nòng nọc. Sau
đó, chúng ta thiết lập chặn tổ hợp cho chỉ số chính quy của iđêan khử
liên kết với lớp đồ thị này.

Định nghĩa 4.2.2. Đồ thị nòng nọc (tadpole) Tm,n(m ≥ 3,n ≥ 2) là đồ thị
đơn, hữu hạn, liên thông đạt được bằng cách nối một chu trình Cm với
một đồ thị đường Pn bởi một cầu nối. Đồ thị Tm,n có m+n đỉnh.
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T6,4

Hình 1. Đồ thị nòng nọc T6,4.

Bổ đề 4.2.3. Nếu Tm,n là đồ thị nòng nọc với m ≥ 3,n ≥ 2 thì

Stabd(Tm,n)= 1+Stabd(Pm−1)+Stabd(Pn).

Chứng minh. Đồ thị nòng nọc G0 = Tm,n chứa một đỉnh bậc 3 nằm trên
chu trình và cầu nối, m+ n− 2 đỉnh bậc 2 và một đỉnh bậc 1. Do đó,
D(G0) chứa 1 phần tử. Áp dụng phương pháp DVE trên G, bỏ đi đỉnh
bậc 3 chúng ta thu được đồ thị con G1 gồm 2 đồ thị đường Pm−1 và Pn.
Không mất tính tổng quát, áp dụng phương pháp DVE trên Pm−1 và
sau đó trên Pn, ta có

Stabd(Tm,n)= 1+Stabd(Pm−1)+Stabd(Pn),

với m ≥ 3,n ≥ 2.

Bổ đề 4.2.4. Giả sử Tm,n là đồ thị nòng nọc với m ≥ 3,n ≥ 2. Khi đó, các
iđêan dãy được cho như sau

QG i(Tm,n)=
 (x3

1, x2
2, ..., x2

m+n−1, xm+n) nếu i = 0;

(x2
1, ..., x2

m+n−(2+3i), xm+n−(2+3i)+1, ..., xm+n−i) nếu i = 1, ..., r;

với r =Stabd(Tm,n).

Chứng minh. Dãy bậc của đồ thị nòng nọc G0 = Tm,n là d0 = (3,2, ...,2︸ ︷︷ ︸
m+n−2

,1).

Theo chứng minh Bổ đề 4.2.3, đồ thị G1 có dãy bậc là d1 = (2, ...,2︸ ︷︷ ︸
m+n−5

,1,1,1,1).

Tiếp tục quá trình này, chúng ta thu được dãy liên tiếp các đồ thị con
của đồ thị nòng nọc như sau

G =G0 ⊃G1 ⊃ ·· · ⊃Gr

trong đó dãy bậc của mỗi đồ thị G i được xác định bởi

di = ( 2,2, ...,2︸ ︷︷ ︸
m+n−(2+3i)

,1,1, ...,1︸ ︷︷ ︸
2(i+1)

)
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gồm m+n− i thành phần với i = 1, ..., r. Tức là có ba đỉnh bậc 2 bị mất
đi và xuất hiện hai đỉnh bậc 1 trong đồ thị mới sau mỗi lần áp dụng
phương pháp DVE. Do đó, các iđêan dãy QG i là

QG0 = (x3
1, x2

2, ..., x2
m+n−1, xm+n)

và
QG i = (x2

1, x2
2, ..., x2

m+n−(2+3i), xm+n−(2+3i)+1, ..., xm+n−i),

với mọi i = 1, ..., r.

Định lý 4.2.5. Giả sử Tm,n là đồ thị nòng nọc với m ≥ 3,n ≥ 2. Khi đó,

reg(ID(Tm,n))≤ m+n+1.

Chứng minh. Giả sử Stabd(Tm,n) = r với r được xác định trong Bổ đề
4.2.3. Theo Bổ đề 4.2.4, các iđêan dãy là

QG i(Tm,n)=
 (x3

1, x2
2, ..., x2

m+n−1, xm+n) nếu i = 0;

(x2
1, ..., x2

m+n−(2+3i), xm+n−(2+3i)+1, ..., xm+n−i) nếu i = 1, ..., r.

Do đó, iđêan khử của Tm,n là ID(Tm,n)=⋂r
i=0 QG i . Ta xét hai trường hợp

của các iđêan dãy.
Trường hợp 1. Với i = 0, đặt γ(G0)= m+n+1, ta sẽ chứng minh QG0≥γ(G0)

là ổn định. Xét u ∈ QG0≥γ(G0), thì u = vxa j
j với j ∈ {1, ...,m+ n} nào đó và

v ∈ (x1, ..., xm+n)γ(G0)−a j trong đó

a j =


3 nếu j = 1;

2 nếu j = 2, ...,m+n−1;

1 nếu j = m+n.

Nếu m(u) > j thì xku
xm(u)

= xkv
xm(u)

xa j
j ∈ QG0≥γ(G0) với mọi k < m(u). Do đó,

QG0≥γ(G0) là ổn định.
Nếu m(u) = j thì u ∈ (x1, ..., xm+n)γ(G0), với (x1, ..., xm+n)γ(G0) là iđêan ổn

định và
QG0≥γ(G0) ⊆ (x1, ..., xm+n)γ(G0).

Ta sẽ chứng minh (x1, ..., xm+n)γ(G0) ⊆QG0≥γ(G0). Xét w ∈ (x1, ..., xm+n)γ(G0) thì
w = xα1

1 xα2
2 ...xαm+m

m+n với αt ≥ 0 với mọi t và
∑m+n

t=1 αt ≥ γ(G0). Giả sử α1 < 3

và αt < 2 với mọi t = 2, ...,m+ n−1 và αm+n < 1, khi đó
∑m+n

t=1 αt ≤ m+ n
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(mâu thuẫn). Do đó, α1 ≥ 3 hoặc tồn tại k ∈ {2, ...,m+n−1} sao cho αk ≥ 2

hoặc αm+n ≥ 1. Khi đó, w = xak
k (xα1

1 xα2
2 ...xαk−ak

k ...xαm+m
m+n ) với k nào đó và

k ∈ {1, ...,m + n}, từ điều này suy ra w ∈ QG0≥γ(G0) và khẳng định được
chứng minh.
Trường hợp 2. Với i = 1, ..., r, đặt γ(G i) = m+n− (1+3i), khi đó QG i≥γ(Gi)

là ổn định. Thật vậy, xét u ∈ QG i≥γ(Gi) thì u = vxa j
j với j nào đó thỏa mãn

j = 1, ...,m+n− i và v ∈ (x1, ..., xm+n−i)γ(G i)−a j , trong đó

a j =
 2 nếu j = 1, ...,m+n− (2+3i);

1 nếu j = m+n− (2+3i)+1, ...,m+n− i.

Nếu m(u) > j thì xku
xm(u)

= xkv
xm(u)

xa j
j ∈ QG i≥γ(Gi) với mọi k < m(u). Do đó,

QG i≥γ(Gi) là ổn định.
Nếu m(u) = j thì u ∈ (x1, ..., xm+n−i)γ(G i), với (x1, ..., xm+n−i)γ(G i) là iđêan

ổn định và
QG i≥γ(Gi) ⊆ (x1, ..., xm+n−i)γ(G i).

Ta khẳng định (x1, ..., xm+n−i)γ(G i) ⊆QG i≥γ(Gi). Xét w ∈ (x1, ..., xm+n−i)γ(G i) thì
w = xα1

1 xα2
2 ...xαm+m−i

m+n−i với αt ≥ 0 với mọi t và
∑m+n−i

t=1 αt ≥ γ(G i). Giả sử αt < 2

với mọi t = 1, ...,m+n−(2+3i) và αt < 1 với mọi t = m+n−(2+3i)+1, ...,m+
n− i, suy ra

∑m+n−i
t=1 αt ≤ m+ n− (2+3i) (mâu thuẫn). Do đó, tồn tại k ∈

{1, ...,m+n−(2+3i)} sao cho αk ≥ 2 hoặc tồn tại k ∈ {m+n−(2+3i)+1, ...,m+
n+ i} sao cho αk ≥ 1. Khi đó, ta có thể viết w = xak

k w1 với k ∈ {1, ...,m+n− i},
suy ra w ∈QG i≥γ(Gi).
Từ Bổ đề 4.1.6, ta có (ID(Tm,n))≥γ0 là iđêan ổn định với

γ0 =max{γ(G i) | i = 0, ..., r}= m+n+1.

Theo Định lý 4.1.7, ta có

reg(ID(Tm,n))≤ m+n+1.

Định lý được chứng minh.

Ví dụ 4.2.6 (Hình 2). Với đồ thị nòng nọc T6,4, ta có D(G0) = {x1}. Áp
dụng phương pháp DVE trên G0, ta thu được đồ thị G1 gồm hai đường
P5 and P4, với D(G1)= {x1, x2, x3, x4}. Đánh nhãn lại các đỉnh và áp dụng
phương pháp DVE trên P5, sau đó trên P4, ta thu được đồ thị G2 với hai
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đường P2 và một đường P4. Không thể áp dụng phương pháp DVE trên
P2 hoặc P4, vì chúng ta sẽ thu được đồ thị phân tán. Do đó,

Stabd(T6,4)= 1+Stabd(P5)+Stabd(P4)= 1+1+0= 2.

G0 = T6,4 G1

G2

x1

x2
x3

x4

x5 x6

x7 x8 x9 x10

x8
x1

x2

x3 x9

x6 x4 x5 x7

x6x5

x7 x8

x3 x1 x2 x4

Hình 2. Dãy các đồ thị con G0,G1,G2 của T6,4.

Ví dụ 4.2.7. Trong Ví dụ 4.2.6, tập đỉnh trội của G0 là D(G0) = {x1} với
QG0 = (x3

1, x2
2, x2

3, x2
4, x2

5, x2
6, x2

7, x2
8, x2

9, x10) và γ(G0) = 11. Đánh nhãn lại các
đỉnh, ta có D(G1) = {x1, x2, x3, x4, x5} với QG1 = (x2

1, x2
2, x2

3, x2
4, x2

5, x6, x7, x8, x9)

và γ(G1) = 6. D(G2) = {x1, x2} với QG2 = (x2
1, x2

2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) và γ(G2) =
2. Sử dụng Macaulay 2, ta có

ID(T6,4)=(x8x10, x7x10, x6x10, x2
8, x2

7, x2
6, x2

5, x2
4x2

3, x2
2, x5x9x10, x2

4x2
3,

x2
2, x5x9x10, x4x9x10, x3x9x10, x2

1x10, x8x2
10, x7x2

10, x6x2
10,

x5x2
10, x4x2

10, x3x2
10, x3

1, x2
1x2

9)

và reg(ID(T6,4))= 11. Vậy chặn trên mà chúng ta thu được trong Định lý
4.2.5 là chặt.

Tiếp theo, chúng ta tính chỉ số ổn định bậc của lớp đồ thị cối xay gió Hà
Lan. Từ đó, chúng ta thiết lập chặn trên cho chỉ số chính quy của iđêan
khử liên kết với lớp đồ thị này.

Định nghĩa 4.2.8. Đồ thị cối xay gió Hà Lan (Dutch windmill) D(m)
n với

n ≥ 3 và m ≥ 2 là đồ thị đơn, hữu hạn, liên thông đạt được bằng cách
ghép m chu trình Cn chung nhau tại 1 đỉnh. Đồ thị D(m)

n có m(n−1)+1

đỉnh. Khi n = 3, D(m)
3 là đồ thị bạn bè.
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D(3)
4

D(4)
5

Hình 3. Các đồ thị cối xay gió Hà Lan D(3)
4 (trái) và D(4)

5 (phải).

Bổ đề 4.2.9. Giả sử D(m)
n là đồ thị cối xay gió Hà Lan với n ≥ 3 và m ≥ 2.

Khi đó,

Stabd(D(m)
n )=



m(n−3)+3
3

nếu n ≡ 0 mod 3;
m(n−4)+3

3
nếu n ≡ 1 mod 3;

m(n−5)+3
3

nếu n ≡ 2 mod 3.

Chứng minh. Đồ thị cối xay gió Hà Lan G0 = D(m)
n có một đỉnh bậc 2m

và m(n−1) đỉnh bậc 2. Do đó, D(G0) chỉ chứa một phần tử, giả sử phần
tử này là x1. Áp dụng phương pháp DVE trên G0, bỏ đi đỉnh x1, chúng
ta thu được đồ thị G1 gồm m đồ thị đường Pn−1. Không mất tính tổng
quát, chúng ta áp dụng phương pháp DVE lần lượt trên mỗi đồ thị
đường Pn−1, ta có

Stabd(D(m)
n )= 1+mStabd(Pn−1).

Theo [4, Theorem 2.10], chúng ta thu được kết quả.

Bổ đề 4.2.10. Giả sử D(m)
n là đồ thị cối xay gió Hà Lan với n ≥ 3 và m ≥ 2.

Khi đó, các iđêan dãy được xác định như sau

QG i =
 (x2m

1 , x2
2, ..., x2

m(n−1)+1) nếu i = 0;

(x2
1, ..., x2

m(n−3)−3(i−1), xm(n−3)−3(i−1)+1, ..., xm(n−1)+1−i) nếu i = 1, ..., r;

với r =Stabd(D(m)
n ).

Chứng minh. Xét G0 = D(m)
n là đồ thị cối xay gió Hà Lan, ta có dãy bậc

của nó là d0 = (2m,2,2, ...,2︸ ︷︷ ︸
m(n−1)

) và D(G0) = {x1}. Sử dụng phương pháp DVE

trên G0 , chúng ta thu được đồ thị G1 và dãy bậc của nó được xác định là
d1 = (2,2, ...,2︸ ︷︷ ︸

m(n−3)

,1,1, ...,1︸ ︷︷ ︸
2m

). Vì G1 gồm m đồ thị đường Pn−1, sử dụng phương
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pháp DVE lần lượt trên các đường Pn−1, tại mỗi bước chúng ta thu được
một đồ thị mới có được từ đồ thị trước đó với ba đỉnh bậc 2 bị mất đi
và xuất hiện hai đỉnh bậc 1. Chúng ta thu được dãy liên tiếp các đồ
thị con G = G0 ⊃ G1 ⊃ ·· · ⊃ Gr với dãy bậc của các đồ thị G i tương ứng
là di = ( 2,2, ...,2︸ ︷︷ ︸

m(n−3)−3(i−1)

, 1,1, ...,1︸ ︷︷ ︸
2m+2(i−1)

), gồm m(n−1)+1− i thành phần. Do đó, các

iđêan dãy QG i được xác định bởi

QG0 = (x2m
1 , x2

2, ..., x2
m(n−1)+1)

và
QG i = (x2

1, x2
2, ..., x2

m(n−3)−3(i−1), xm(n−3)−3(i−1)+1, ..., xm(n−1)+1−i)

với i = 1, ..., r, trong đó r =Stabd(D(m)
n ).

Định lý 4.2.11. Giả sử D(m)
n là đồ thị cối xay gió Hà Lan với n ≥ 3 và

m ≥ 2. Khi đó,
reg(ID(D(m)

n ))≤ (n+1)m.

Chứng minh. Theo Bổ đề 4.2.9, đặt Stabd(D(m)
n )= r với n ≥ 3,m ≥ 2. Theo

Bổ đề 4.2.10, các iđêan dãy là

QG i =
 (x2m

1 , x2
2, ..., x2

m(n−1)+1) nếu i = 0;

(x2
1, ..., x2

m(n−3)−3(i−1), xm(n−3)−3(i−1)+1, ..., xm(n−1)+1−i) nếu i = 1, ..., r.

Do đó, iđêan khử của D(m)
n là ID(D(m)

n )=⋂r
i=0 QG i trong đó r =Stabd(D(m)

n ).
Chúng ta xét hai trường hợp sau.
Trường hợp 1. Với i = 0, đặt γ(G0) = m(n+ 1), chúng ta chứng minh
QG0≥γ(G0) là ổn định. Xét u ∈ QG0≥γ(G0) thì u = vxa j

j với j nào đó thỏa j ∈
{1, ...,m(n−1)+1} và v ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0)−a j , trong đó

a j =
 2m, nếu j = 1;

2, nếu j = 2, ...,m(n−1)+1.

Nếu m(u) > j thì xku
xm(u)

= xkv
xm(u)

xa j
j ∈ QG0≥γ(G0) với mọi k < m(u). Do đó,

QG0≥γ(G0) là ổn định.
Nếu m(u)= j thì rõ ràng u ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0) với (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0)

là ổn định. Do đó, QG0≥γ(G0) ⊆ (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0). Chúng ta sẽ chứng
minh (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0) ⊆QG0≥γ(G0). Xét w ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0) thì w =

64



xα1
1 xα2

2 ...xαm(n−1)+1
m(n−1)+1 với αt ≥ 0 với mọi t và

∑m(n−1)+1
t=1 αt ≥ γ(G0). Giả sử α1 <

2m và αt < 2 với mọi t = 2, ...,m(n−1)+1, suy ra
∑m(n−1)+1

t=1 αt ≤ m(n+1)−1

(mâu thuẫn). Do đó, α1 ≥ 2m hoặc tồn tại một số nguyên k ∈ {2, ...,m(n−
1)+ 1} sao cho αk ≥ 2. Hay có thể viết w = xak

k w1, suy ra w ∈ QG0≥γ(G0).
Khẳng định được chứng minh xong.
Trường hợp 2. Với i = 1, ..., r, đặt γ(G i) = m(n−3)−3i+4. Ta có QG i≥γ(Gi)

là ổn định. Thật vậy, xét u ∈ QG i≥γ(Gi) thì u = vxa j
j với j nào đó, j ∈

{1, ...,m(n−1)+1− i} và v ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i)−a j trong đó

a j =
 2 nếu j = 1, ...,m(n−3)−3(i−1);

1 nếu j = m(n−3)−3(i−1)+1, ...,m(n−1)+1− i.

Nếu m(u) > j thì xku
xm(u)

= xkv
xm(u)

xa j
j ∈ QG i≥γ(Gi) với mọi k < m(u). Do đó,

QG i≥γ(Gi) là ổn định.
Nếu m(u)= j thì u ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i), với (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i) là

ổn định và
QG i≥γ(Gi) ⊆ (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i).

Chúng ta khẳng định (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i) ⊆QG i≥γ(Gi). Thật vậy, xét w ∈
(x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i) thì w = xα1

1 xα2
2 ...xαm(n−1)+1−i

m(n−1)+1−i với αt ≥ 0 với mọi t và

m(n−1)+1−i∑
t=1

αt ≥ γ(G i).

Giả sử αi < 2 với mọi i = 1, ...,m(n−3)−3(i−1) và αt < 1 với mọi t = m(n−
3)−3(i−1)+1, ...,m(n−1)+1− i, suy ra

∑m(n−1)+1−i
t=1 αt ≤ m(n−3)−3i+3 (mâu

thuẫn). Do đó, tồn tại k ∈ {1, ...,m(n−3)−3(i−1)} sao cho αk ≥ 2 hoặc tồn
tại k ∈ {m(n−3)−3(i−1)+1, ...,m(n−1)+1− i} sao cho αk ≥ 1. Hay có thể
viết w = xak

k w1, suy ra w ∈QG i≥γ(Gi).
Từ Bổ đề 4.1.6, ta có (ID(D(m)

n ))≥γ0 là ổn định với

γ0 =max{γ(G i) | i = 0, ..., r}= m(n+1).

Theo Định lý 4.1.7, ta có

reg(ID(D(m)
n ))≤ m(n+1).
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Ví dụ 4.2.12 (Hình 4). Xét đồ thị cối xay gió Hà Lan D(4)
5 , ta có D(G0)=

{x1}. Áp dụng phương pháp DVE trên G0, ta thu được đồ thị G1 gồm 4
đường P4 với D(G1) = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8}. Chúng ta không thể áp
dụng phương pháp DVE trên các P4 vì sẽ thu được đồ thị phân tán. Do
đó, StabD(ID(D(4)

5 ))= 1.

G0 = D(4)
5 G1

x1

x2

x3
x4

x5

x6

x7

x8
x9 x10

x11

x12

x13

x14

x15

x16
x17 x9

x1
x2

x10

x11

x3

x4
x12 x13

x5

x6

x14

x15

x7

x8
x16

Hình 4. Dãy liên tiếp các đồ thị con G0,G1 của D(4)
5 .

Ví dụ 4.2.13. Trong Ví dụ 4.2.12, D(G0)= {x1} với

Q(G0)= (x8
1, x2

2, x2
3, ..., x2

16, x2
17)

và γ(G0)= 24. D(G1)= {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8} với QG1 = (x2
1, ..., x2

8, x9, ..., x16)

và γ(G1)= 1. Do đó, reg(ID(D(4)
5 ))≤ 24.

Khi n = 3, ta có D(m)
3 là đồ thị bạn bè Fm. Chúng ta thu được hệ quả

sau đây.

Hệ quả 4.2.14 ([4, Theorem 3.16]). Giả sử Fm là đồ thị bạn bè với m ≥ 2.
Khi đó,

reg(ID(Fm))≤ 4m.

Phần tiếp theo, chúng ta tính toán chỉ số ổn định bậc của đồ thị cối
xay gió và thiết lập chặn trên của chỉ số chính quy của iđêan khử liên
kết với lớp đồ thị này.

Định nghĩa 4.2.15. Đồ thị cối xay gió (windmill) W (m)
n với n ≥ 3 và m ≥ 2

là đồ thị hữu hạn, đơn, liên thông đạt được bằng cách ghép m đồ thị đầy
đủ Kn chung nhau tại 1 điểm. Đồ thị W (m)

n có m(n−1)+1 đỉnh.
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K (4)
4 K (5)

5

Hình 5. Các đồ thị cối xay gió W (4)
4 (trái) và W (5)

5 (phải)

Bổ đề 4.2.16. Giả sử W (m)
n là đồ thị cối xay gió với n ≥ 3 và m ≥ 2. Khi

đó,
Stabd(W (m)

n )= m(n−3)+1.

Chứng minh. Đồ thị cối xay gió G0 =W (m)
n gồm một đỉnh có bậc m(n−1)

và các đỉnh còn lại có bậc n−1. Áp dụng phương pháp DVE trên G0, ta
thu được đồ thị G1 gồm m đồ thị đầy đủ Kn−1 và mỗi đỉnh trong G1 có
bậc n−2. Không mất tính tổng quát, áp dụng phương pháp DVE trên
G1, chúng ta có thể bỏ đi 1 đỉnh bất kỳ từ một đồ thị đầy đủ nào đó
trong G1 và đồ thị G2. Đồ thị G2 gồm m−1 đồ thị đầy đủ Kn−1 và một
đồ thị Kn−2. Tiếp tục quá trình trên cho m−1 đồ thị Kn−1 còn lại, ta thu
được đồ thị Gm gồm m đồ thị đầy đủ Kn−2. Tiếp tục quá trình như vậy,
ta có

Stabd(W (m)
n )= m(n−3)+1.

Bổ đề 4.2.17. Giả sử W (m)
n là đồ thị cối xay gió với n ≥ 3 và m ≥ 2. Khi

đó, các iđêan dãy được xác định như sau

QG0(W (m)
n )= (xm(n−1)

1 , xn−1
2 , ..., xn−1

m(n−1)+1)

và

QGp+km(W (m)
n )= (xn−k−2

1 , ..., xn−k−2
(m−p+1)(n−k−1), xn−k−3

(m−p+1)(n−k−1)+1, ..., xn−k−3
m(n−1)+1−(p+km))

với p = 1, ...,m; k = 0, ...,n−4 và

QG1+(n−3)m(W (m)
n )= (x1, ...., x2m).

Chứng minh. Xét G0 =W (m)
n là đồ thị cối xay gió, dãy bậc của nó là d0 =

(m(n−1),n−1,n−1, ...,n−1︸ ︷︷ ︸
m(n−1)

). Theo chứng minh của Bổ đề 4.2.16, đồ thị
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G1 thu được có dãy bậc d1 = (n−2,n−2...,n−2︸ ︷︷ ︸
m(n−1)

). Sử dụng phương pháp

DVE, ta thu được đồ thị G2 có dãy bậc

d2 = (n−2,n−2, ...,n−2︸ ︷︷ ︸
(m−1)(n−1)

,n−3,n−3, ...,n−3︸ ︷︷ ︸
(n−2)

).

Sử dụng phương pháp DVE lần lượt, ta thu được Gm có dãy bậc

dm = (n−2,n−2, ...n−2︸ ︷︷ ︸
n−1

,n−3,n−3, ...,n−3︸ ︷︷ ︸
(m−1)(n−2)

).

Tương tự ta có dãy bậc của Gm+1 là dm+1 = (n−3,n−3, ...,n−3︸ ︷︷ ︸
m(n−2)

). Tiếp tục

quá trình này, chúng ta thu được dãy liên tiếp các đồ thị con

G =G0 ⊃G1 ⊃G2 ⊃ ·· · ⊃Gp+km ⊃ ·· · ⊃Gm(n−3) ⊃Gm(n−3)+1,

với dãy bậc của Gp+km là

dp+km = (n−k−2, ...,n−k−2︸ ︷︷ ︸
(m−p+1)(n−k−1)

,n−k−3, ...,n−k−3︸ ︷︷ ︸
(p−1)(n−k−2)

),

gồm m(n−1)+1− (p+ km) thành phần với p = 1, ...,m và k = 0, ...,n−4.
Và đồ thị con cuối cùng của dãy trên có dãy bậc là dr = (1, ...,1︸ ︷︷ ︸

2m

), với

r = m(n−3)+1. Do đó, các iđêan dãy được xác định như sau

QG0(W (m)
n )= (xm(n−1)

1 , xn−1
2 , ..., xn−1

m(n−3)+1),

QGp+km(W (m)
n )= (xn−k−2

1 , ..., xn−k−2
(m−p+1)(n−k−1), xn−k−3

(m−p+1)(n−k−1)+1, ..., xn−k−3
m(n−1)+1−(p+km))

với p = 1, ...,m; k = 0, ...,n−4 và

QG1+(n−3)m(W (m)
n )= (x1, ...., x2m).

Định lý 4.2.18. Giả sử W (m)
n là đồ thị cối xay gió với n ≥ 3 và m ≥ 2. Khi

đó,
reg(ID(W (m)

n ))≤ m(n−1)2.

Chứng minh. Đặt r = Stab(W (m)
n ) = m(n−3)+1 với n ≥ 3,m ≥ 2. Theo Bổ

đề 4.2.17, các iđêan dãy được xác định bởi

QG0(W (m)
n )= (xm(n−1)

1 , xn−1
2 , ..., xn−1

m(n−1)+1)
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và

QGp+km(W (m)
n )= (xn−k−2

1 , ..., xn−k−2
(m−p+1)(n−k−1), xn−k−3

(m−p+1)(n−k−1)+1, ..., xn−k−3
m(n−1)+1−(p+km))

với p = 1, ...,m; k = 0, ...,n−4 và

QG1+(n−3)m(W (m)
n )= (x1, ...., x2m).

Do đó, iđêan khử của W (m)
n là ID(W (m)

n ) = ⋂r
i=0 QG i với r = Stabd(W (m)

n ).
Chúng ta xét ba trường hợp sau đây.
Trường hợp 1. Với i = 0, đặt γ(G0)= m(n−1)2, chúng ta sẽ chứng minh
QG0≥γ(G0) là ổn định. Thật vậy, xét u ∈ QG0≥γ(G0) thì u = vxa j

j với j nào đó,
j ∈ {1, ...,m(n−1)+1} và v ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0)−a j , trong đó

a j =
 m(n−1) nếu j = 1;

n−1 nếu j = 2, ...,m(n−1)+1.

Nếu m(u) > j thì xku
xm(u)

= xkv
xm(u)

xa j
j ∈ QG0≥γ(G0) với mọi k < m(u). Do đó,

QG0≥γ(G0) là ổn định.
Nếu m(u)= j thì u ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0), với (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0) là ổn

định và
QG0≥γ(G0) ⊆ (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0).

Ta có (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0) ⊆QG0≥γ(G0). Thật vậy, với w ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1)γ(G0)

khi đó w = xα1
1 xα2

2 ...xαm(n−1)+1
m(n−1)+1 với αt ≥ 0 với mọi t và

∑m(n−1)+1
t=1 αt ≥ γ(G0).

Giả sử α1 < m(n− 1) và αt < n− 1 với mọi t = 2, ...,m(n− 1)+ 1, suy ra∑m(n−1)+1
t=1 αt ≤ m(n−1)2−1 (mâu thuẫn). Do đó, α1 ≥ m(n−1) hoặc tồn tại

k ∈ {2, ...,m(n−1)+1} sao cho αk ≥ n−1. Hay có thể viết w = xak
k w1, từ đây

suy ra w ∈QG0≥γ(G0).
Trường hợp 2. Với i = p+ km trong đó p = 1, ...,m và k = 0, ...,n−4 thì
1≤ i ≤ m(n−3), đặt

γ(G i)= γ(Gp+km)= (m−p−1)(n−k−1)(n−k−3)+(p−1)(n−k−2)(n−k−4)+1.

Ta chứng minh QG i≥γ(Gi) là ổn định. Xét u ∈ QG i≥γ(Gi) ta có u = vxa j
j với j

nào đó, j ∈ {1, ...,m(n−1)+1− i} và v ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i)−a j , trong đó

a j =
 n−k−2 nếu j = 1, ..., (m− p+1)(n−k−1);

n−k−3 nếu j = (m− p+1)(n−k−1)+1, ...,m(n−1)+1− i.
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Nếu m(u) > j thì xku
xm(u)

= xkv
xm(u)

xa j
j ∈ QG i≥γ(Gi) với mọi k < m(u). Do đó,

QG i≥γ(Gi) là ổn định.
Nếu m(u)= j thì u ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i), với (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i) là

ổn định và QG i≥γ(Gi) ⊆ (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i). Chúng ta sẽ chứng minh

(x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i) ⊆QG i≥γ(Gi).

Xét w ∈ (x1, ..., xm(n−1)+1−i)γ(G i), khi đó w = xα1
1 xα2

2 ...xαm(n−1)+1−i
m(n−1)+1−i với αt ≥ 0 với

mọi t và
∑m(n−1)+1−i

t=1 αt ≥ γ(G i). Giả sử αt < n−k−2 với mọi t = 1, ..., (m−p+
1)(n−k−1) và αt < n−k−3 với mọi t = (m−p+1)(n−k−1)+1, ...,m(n−1)+1−i,
suy ra

m(n−1)+1−i∑
t=1

αt ≤ (m− p−1)(n−k−1)(n−k−3)+ (p−1)(n−k−2)(n−k−4),

điều này là mâu thuẫn. Do đó, tồn tại một số nguyên l ∈ {1, ...,m(n−3)−
3(i−1)} sao cho αl ≥ n−k−2 hoặc tồn tại l ∈ {m(n−3)−3(i−1)+1, ...,m(n−
1)+1− i} sao cho αl ≥ n−k−3. Khi đó, chúng ta có thể viết w = xal

l w1. Từ
đây suy ra w ∈QG i≥γ(Gi).
Trường hợp 3. Với i = r = m(n−3)+1, đặt γ(Gr) = 1. Tương tự chứng
minh trên, ta có QGr≥γ(Gr) là ổn định.
Theo Bổ đề 4.1.6, ta có (ID(W (m)

n ))≥γ0 là ổn định, trong đó

γ0 =max{γ(G i) | i = 0, ..., r}= m(n−1)2.

Theo Định lý 4.1.7, ta có

reg(ID(W (m)
n ))≤ m(n−1)2.

Ví dụ 4.2.19 (Hình 6). Áp dụng phương pháp DVE trên đồ thị W (4)
4 , ta

có Stabd(W (4)
4 )= 5.
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G0 =W (4)
4

G1 G2

G4G3 G5

x4

x3

x2

x1

x7
x6

x5

x10

x9
x8

x13

x12

x11

x3

x2

x1

x6
x5

x4

x9

x8x7

x12

x11

x10

x11

x10

x3
x2

x1

x6

x5
x4

x9

x8

x7

x5

x4

x7
x6

x9

x8

x3

x2

x1

x8

x7

x10
x9

x3

x2

x1

x6

x5

x4

x4

x3

x6
x5

x8

x7

x2

x1

Hình 6. Dãy các đồ thị con liên tiếp G0,G1,G2,G3,G4,G5 của W (4)
4 .

Ví dụ 4.2.20 (Hình 6). Áp dụng phương pháp DVE trên đồ thị W (4)
4 , ta có

D(G0)= {x1} với QG0 = (x12
1 , x3

2, x3
3, ..., x3

13) và γ(G0)= 36. D(G1)= {x1, x2, x3, ..., x12}

với QG1 = (x2
1, x2

2, x2
3, ..., x2

12) và γ(G1) = 13. DG2 = {x1, x2, ..., x9} với QG2 =
(x2

1, x2
2, ...., x2

9, x10, x11) và γ(G2) = 10. D(G3) = {x1, x2, x3, ..., x5, x6} với QG3 =
(x2

1, x2
2, ..., x2

5, x2
6, x7, x8, x9, x10) và γ(G3)= 7. D(G4)= {x1, x2, x3} với

QG4 = (x2
1, x2

2, x2
3, x4, x5, x6, x7, x8, x9)

và γ(G4)= 4. D(G5)= {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8} với QG5 = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)

và γ(G5)= 1. Do đó, reg(ID(W (4)
4 ))≤ 36.

Khi n = 4,m = 2, ta có W (2)
4 đẳng cấu với đồ thị 3-nón kép, do đó ta thu

được hệ quả sau.

Hệ quả 4.2.21. Giả sử G là đồ thị 3-nón kép. Khi đó,

reg(ID(G))≤ 18.

Khi n = 3, suy ra W (m)
3 đẳng cấu với đồ thị bạn bè, ta cũng thu được

Hệ quả 4.2.14.
Cuối cùng, chúng ta tính chỉ số ổn định bậc của đồ thị n-tạ và thiết

lập chặn cho chỉ số chính quy của iđêan khử liên kết với lớp đồ thị này.

Định nghĩa 4.2.22. Đồ thị n-tạ với n ≥ 3 là đồ thị hữu hạn, đơn, liên
thông đạt được bằng cách nối hai đồ thị đầy đủ Kn bởi một cạnh.

71



5-tạ 6-tạ

Hình 7. Các đồ thị 5-tạ (trái) và 6-tạ (phải).

Bổ đề 4.2.23. Giả sử G là đồ thị n-tạ với n ≥ 3. Khi đó,

Stabd(G)= 2n−4.

Chứng minh. Giả sử G là đồ thị n-tạ, gồm hai đỉnh bậc n và các đỉnh
còn lại có bậc n−1. Áp dụng phương pháp DVE, ta thu được đồ thị G1

gồm hai thành phần liên thông là hai đồ thị đầy đủ Kn−1 và Kn. Tiếp
tục quá trình này và theo [4, Proposition 2.7], ta có

Stabd(G)= 1+Stabd(Kn)+Stab(Kn−1)= 2n−4.

Bổ đề 4.2.24. Giả sử G là đồ thị n-tạ với n ≥ 3. Khi đó, các iđêan dãy
được xác định như sau

QG0(G)= (xn
1 , xn

2 , xn−1
3 , ..., xn−1

2n )

và

QG i(G)=


(x

n−( i
2+1)

1 , ..., x
n−( i

2+1)
2n−i ) nếu i chẵn;

(x
n− i+1

2
1 , ..., x

n− i+1
2

n− i+1
2 +1

, x
n− i+1

2 −1

n− i+1
2 +2

, ..., x
n− i+1

2 −1
2n−i ) nếu i lẻ;

với i = 1, ..., r, trong đó r =Stabd(G).

Chứng minh. Đồ thị n-tạ có dãy bậc d0 = (n,n,n−1,n−1, ...,n−1︸ ︷︷ ︸
2n−2

), gồm 2

đỉnh bậc n và 2n−2 đỉnh bậc n−1. Áp dụng phương pháp DVE, ta thu
được đồ thị con G1 có dãy bậc d1 = (n−1,n−1, ...,n−1︸ ︷︷ ︸

n

,n−2,n−2, ...,n−2︸ ︷︷ ︸
n−1

)

và D(G1) = {x1, ..., xn}. Áp dụng phương pháp DVE trên G1, ta thu được
G2 với dãy bậc d2 = (n−2,n−2, ...,n−2︸ ︷︷ ︸

2(n−1)

). Tiếp tục quá trình này, ta thu

được dãy liên tiếp các đồ thị con

G0 ⊃G1 ⊃ ·· · ⊃Gr,
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trong đó dãy bậc của G i tương ứng là

di = (n− (
i
2
+1), ...,n− (

i
2
+1))

nếu i chẵn và

di = (n− i+1
2

, ...,n− i+1
2︸ ︷︷ ︸

n− i+1
2 +1

,n− i+1
2

−1, ...,n− i+1
2

−1︸ ︷︷ ︸
n− i+1

2

)

nếu i lẻ với 2n− i thành phần. Do đó, khẳng định được chứng minh.

Định lý 4.2.25. Giả sử G là đồ thị n-tạ với n ≥ 3. Khi đó,

reg(ID(G))≤ 2(n−1)2+1.

Chứng minh. Theo Bổ đề 4.2.23, ta có Stabd(G) = 2n− 4. Theo Bổ đề
4.2.24, iđêan dãy là

QG0(G)= (xn
1 , xn

2 , xn−1
3 , ..., xn−1

2n )

và

QG i(G)=


(x

n−( i
2+1)

1 , ..., x
n−( i

2+1)
2n−i ), nếu i chẵn;

(x
n− i+1

2
1 , ..., x

n− i+1
2

n− i+1
2 +1

, x
n− i+1

2 −1

n− i+1
2 +2

, ..., x
n− i+1

2 −1
2n−i ), nếu i lẻ;

với i = 1, ...,2n−4. Do đó, iđêan khử của G là ID(G) = ⋂2n−4
i=0 QG i . Ta xét

các trường hợp sau.
Trường hợp 1. Với i = 0, đặt γ(G0) = 2(n− 1)2 + 1, ta sẽ chứng minh
QG0≥γ(G0) là ổn định. Thật vậy, xét u ∈QG0≥γ(G0) ta có u = vxa j

j với j nào đó,
j ∈ {1, ...,2n} và v ∈ (x1, ..., x2n)γ(G0)−a j , trong đó

a j =
 n, nếu j = 1,2;

n−1, nếu j = 3, ...,2n.

Nếu m(u) > j thì xku
xm(u)

= xkv
xm(u)

xa j
j ∈ QG0≥γ(G0) với mọi k < m(u). Do đó,

QG0≥γ(G0) là ổn định.
Nếu m(u)= j thì rõ ràng u ∈ (x1, ..., x2n)γ(G0), với (x1, ..., x2n)γ(G0) là iđêan

ổn định và QG0≥γ(G0) ⊆ (x1, ..., x2n)γ(G0). Ta cần chứng minh (x1, ..., x2n)γ(G0) ⊆
QG0≥γ(G0). Xét w ∈ (x1, ..., x2n)γ(G0) thì w = xα1

1 xα2
2 ...xα2n

2n với αt ≥ 0 với mọi
t = 1, ...,2n và

∑2n
t=1αt ≥ γ(G0). Giả sử αt < n với mọi t = 1,2 và αt < n−1

với mọi t = 3, ...,2n, suy ra
∑2n

t=1αt ≤ 2(n−1)2 (mâu thuẫn). Do đó, α1 ≥ n
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hoặc α2 ≥ n hoặc tồn tại k ∈ {3, ...,2n} sao cho αk ≥ n−1. Khi đó, chúng ta
có thể viết w = xak

k w1, từ đây suy ra w ∈QG0≥γ(G0).
Trường hợp 2. Với i = 2, ...,2n−4, đặt

γ(G i)= (2n− i)(n− i
2
−2)+1.

Chúng ta sẽ chứng minh QG i≥γ(Gi) là ổn định. Xét u ∈QG i≥γ(Gi) thì u = vxa j
j

với j nào đó, j ∈ {1, ...,2n− i} và v ∈ (x1, ..., x2n−i)γ(G i)−a j , trong đó a j = n−
( i

2 +1) với mọi j = 1, ...,2n− i.
Nếu m(u) > j thì xku

xm(u)
= xkv

xm(u)
xa j

j ∈ QG i≥γ(Gi) với mọi k < m(u). Do đó,
QG i≥γ(Gi) là ổn định.

Nếu m(u)= j thì rõ ràng u ∈ (x1, ..., x2n−i)γ(G i), với (x1, ..., x2n−i)γ(G i) là ổn
định và QG i≥γ(Gi) ⊆ (x1, ..., x2n−i)γ(G i). Ta sẽ chứng minh

(x1, ..., x2n−i)γ(G i) ⊆QG i≥γ(Gi).

Xét w ∈ (x1, ..., x2n−i)γ(G i) thì w = xα1
1 xα2

2 ...xα2n−i
2n−i với αt ≥ 0 với mọi t và∑2n−i

t=1 αt ≥ γ(G i). Giả sử αt < n− ( i
2 +1) với mọi t = 1, ...,2n− i khi đó

2n−i∑
t=1

αk ≤ (2n− i)(n− i
2
−2),

điều này là mâu thuẫn. Do đó, tồn tại k ∈ {1, ...,2n− i} sao cho αk ≥ n−
( i

2 +1). Do đó, ta có thể viết w = xak
k w1, từ đây suy ra w ∈QG i≥γ(Gi).

Trường hợp 3. Với i = 1,3, ...,2n−5, đặt

γ(G i)= (n− i+1
2

+1)(n− i+1
2

−1)+ (n− i+1
2

)(n− i+1
2

−2)+1.

Chứng minh tương tự như trên, ta có QG i≥γ(Gi) là ổn định.
Theo Bổ đề 4.1.6, ta có (ID(G))≥γ0 là ổn định, với

γ0 =max{γ(G i) | i = 0, ..., r}= 2(n−1)2+1.

Theo Định lý 4.1.7, ta có

reg(ID(G))≤ 2(n−1)2+1.

Ví dụ 4.2.26 (Hình 8). Áp dụng phương pháp DVE trên đồ thị 5-tạ, ta
có Stabd(G)= 6.
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G0 G1 G2

G3 G4 G5

G6

x4

x5
x6
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x9x2

x7 x8

x8

x7
x6

x9 x3
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x1 x5

x8

x7
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x5 x4
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x1 x2

x7
x5

x6 x4

x3

x1 x2 x4
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x1 x2
x4

x5

x3

x1 x2

x4
x3 x1 x2

Hình 8. Dãy liên tiếp các đồ thị con G0,G1,G2,G3,G4,G5,G6 của đồ thị
5-tạ.

Ví dụ 4.2.27 (Hình 8). Áp dụng phương pháp DVE trên đồ thị 5-tạ, ta
có D(G0) = {x1, x2} với QG0 = (x5

1, x5
2, x4

3, x4
4, x4

5, x4
6, x4

7, x4
8, x4

9, x4
10) và γ(G0) = 33.

D(G1) = {x1, x2, x3, x4, x5} với QG1 = (x4
1, x4

2, x4
3, x4

4, x4
5, x3

6, x3
7, x3

8, x3
9) và γ(G1) =

24. D(G2) = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8} với QG2 = (x3
1, x3

2, x3
2, x3

4, x3
5, x3

6, x3
7, x3

8) và
γ(G2)= 17. D(G3)= {x1, x2, x3, x4} với QG3 = (x3

1, x3
2, x3

3, x3
4, x2

5, x2
6, x2

7) và γ(G3)=
12. D(G4) = {x1, x2, x3, x4, x5, x6} với QG4 = (x2

1, x2
2, x2

3, x2
4, x2

5, x2
6) và γ(G4) = 7.

D(G5)= {x1, x2, x3} với QG5 = (x2
1, x2

2, x2
3, x4, x5) và γ(G6)= 4. D(G6)= {x1, x2, x3, x4}

với QG6 = (x1, x2, x3, x4) và γ(G6)= 1. Do đó, reg(ID(5−tạ))≤ 33.

Nhận xét 4.2.28. Vì iđêan khử là một iđêan kiểu Borel. Chặn trên cho
chỉ số chính quy của các iđêan kiểu Borel được thiết lập bởi Ahmad-
Anwar [3] và Cimpoeas [9]. Lưu ý, các chặn mà chúng tôi thu được là
tốt hơn các chặn đã có ở [3] và [9] trong tất cả các trường hợp trên. Và
chặn mà chúng tôi thu được là phụ thuộc vào yếu tố tổ hợp của đồ thị.

4.3 Kết luận Chương 4

Trong chương này, chúng tôi đã thiết lập chặn trên tổ hợp cho chỉ số
chính quy Castelnuovo-Mumford của iđêan khử liến kết với một số lớp
đồ thị (Định lý 4.2.5, Định lý 4.2.11, Định lý 4.2.18, Định lý 4.2.25).
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Kết luận
Tóm lại, trong luận án này chúng tôi đã đạt được một số kết quả như

sau.

- Khảo sát tính không dương của các hệ số Hilbert của iđêan m-nguyên
sơ J với một số điều kiện của σ(J).

- Thiết lập các chặn cho các hệ số Hilbert e i(Q), i ≥ 2 của iđêan tham số
Q theo hệ số Chern e1(Q) và chiều, không phụ thuộc số bội e(Q).

- Thiết lập chặn tuyến tính cho chỉ số nhiễu Hilbert N(I, J) theo bậc
đồng điều hdeg(J,R/I) với J là iđêan m-nguyên sơ.

- Chứng minh sự bảo toàn của hàm Hilbert-Samuel đối ngẫu liên kết
với môđun đối Cohen-Macaulay.

- Tính các chỉ số ổn định bậc của một số lớp đồ thị đặc biệt. Từ đó, thiết
lập các chặn trên tổ hợp cho chỉ số chính quy của iđêan khử liên kết
với các lớp đồ thị này.
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Kiến nghị
Các bài toán mà chúng tôi tiếp tục nghiên cứu trong thời gian tới là

bài toán nhiễu của iđêan trong vành địa phương và chỉ số chính quy
của iđêan khử liên kết với các đồ thị tổng quát hơn. Do đó, chúng tôi đề
xuất một số câu hỏi như sau.

Câu hỏi 4.3.1. Giả sử (R,m) là vành Noether địa phương, J là iđêan
của R và I = ( f1, ..., fr) là iđêan sinh bởi dãy J-lọc chính quy. Khi đó, số
Bass thứ i của R/I là

µR
i (R/I)= dimk(Exti

R(k,R/I)).

Hỏi khi nhiễu bởi iđêan I thì các số Bass của R/I có được bảo toàn
không?

Câu hỏi 4.3.2. Có thể thu được một chặn tốt hơn cho chỉ số nhiễu của
[49, Định lý 3.5] không?

Câu hỏi 4.3.3. Nghiên cứu chỉ số chính quy của iđêan khử liên kết với
đồ thị cây?
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